Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



THÉORIE MÉCANIQUE 



DE 



LA CHALEUR. 



THÉORIE MÉCANIQUE 



DE 



LA CHALEUR. 



L'Auteur et TÉditeur de cet Ouvrage se réseryent le droit de le traduire ou 
de le faire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des Lois, 
Décrets et Traités internationaux, toutes contrefaçons, soit du texte, soii des 
gravures, ou toutes traductions faites au mépris de leurs droits. 

Le dépôt légal de cet Ouvrage a été fait à Paris dans le courant de 1869, et 
toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les divers 
États avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires. 



Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous, 
la griffe de TÉditeur, sera réputé contrefait. Les mesures nécessaires seront 
prises pour atteindre, conformément à la loi, les fabricants et les débitants 
de CCS exemplaires. 




PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, 
rue de Seine-Saint-Germain, 10, près Tlnstitut. 



THÉORIE MÉCANIQUE 



LA CHALEUR, 



Charles BRIOT, 




. PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 



SncC£S5EDR DE HAILCTyBACHEUER, 
Quai de, Angiutiag, 55. 



*-•: 



•« « 



:^y\ 



• 1 



' V* 



7 




• * • 1 

* • " • 



-*• • 



w ■ - • • 



• * 



• • • 



PRÉFACE. 



Ce livre est la reproduction de mon Cours à la Sorbonne 
pendant l'année scolaire 1867- 1868. Il est divisé en deux 
Parties, comprenant, l'une les phénomènes thermiques 
proprement dits, l'autre les phénomènes électriques. La 
Théorie mécanique de la chaleur a pris en peu d'années 
une telle extension, qu'elle embrasse aujourd'hui pres- 
que toute la Physique; elle ramène à une même mesure, 
l'unité mécanique du travail, les manifestations si variées 
des forces naturelles. Mon but a été d'exposer les prin- 
cipes fondamentaux de cette science nouvelle, en les dé- 
duisant, autant que cela peut se faire aujourd'hui, des 
lois générales de la Mécanique. 

J'ai beaucoup emprunté à l'ouvrage célèbre de M. Clau- 
sius, ouvrage formé de la réunion de ses Mémoires ori- 
ginaux sur cette matière. J'ai eu recours aussi aux tra- 
vaux remarquables de MM. W. Thomson et Rankine. 
Dans le Chapitre relatif à l'écoulement des fluides, j'ai 
fait des emprunts au livre de M. Zeuner, où cette ques- 
tion est traitée avec détail. En ce qui concerne l'induc- 
tion électrique, j'ai adopté la formule de M. Weber, qui 
non-seulement comprend, comme cas particuliers, la loi 
de Coulomb et celle d'Ampère, c'est-à-dire l'ensemble 
des phénomènes d'électricité statique et d'électricité dy- 
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namique, mais qui rend compte aussi des phéDomënes 
d'induction. Cette loi de Weber parait destinée à jouer 
un rôle prépondérant dans l'étude de l'électricité. 

Je fais hommage de mon Livre, et c'est pour moi un 
acte de justice et une satisfaction du cœur, à la Mémoire 
. de mon collègue Verdet, dont la mort préniaturée a été 
une perte si grande pour la science. La Théorie méca- 
nique de la chaleur était devenue son étude de prédilec- 
tion; il l'a professée pendant deux années à la Sorbonne: 
j'ai été assez heureux pour assister à ses Leçons; quel- 
ques-uns de ses élèves les ont recueillies et les publient 
en ce moment. Le lecteur trouvera dans les Leçons de 
Verdet le complément des miennes; je me suis attaché 
surtout à la partie théorique; les Leçons de Verdet con- 
tiennent des détails précieux sur les expériences qui ont 
servi de base à la théorie, ou qui en confirment les con- 
séquences, une critique sûre et approfondie de la valeur 
et de la portée de ces expériences, dont les plus impor- 
tantes sont dues à MM. Regnault et Joule. 

Je dois des remerciments à M. Mascart, qui a rédigé 
mes Leçons, et qui a bien voulu m'aider dans le travail 
de révision et de perfectionnement nécessaire à legr pu- 
blication. 
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INTRODUCTION. 



1. On atlribiie les phénomènes lumineux aux vibrations 
d'un milieu élastique qui est répandu dans l'espace et qui 
pénètre tous les corps. On regarde ce milieu, qu'on appelle 
éther, comme formé d'atomes situés à distance et exerçant les 
uns sur les autres des actions répulsives dirigées suivant les 
droites qui joignent les atomes deux à deux; ces actions sont 
proportionnelles aux masses des atomes et fonctions des dis- 
tances qui les séparent. 

2. Les corps que nous appelons pondérables sont aussi for- 
més d'atomes exerçant les uns sur les autres des actions à 
distance. Pour expliquer les phénomènes de réfraction, il faut 
admettre que la densité moyenne de l'éther n'est pas la même 
dans les milieux réfringents que dans le vide, et, par suite, 
que la matière pondérable exerce une influence sur les atomes 
d'éther. Supposons, par exemple, que cette action soit attrac- 
tive : chaque atome pondérable sera alors entouré d'une atmo- 
sphère d'éther dont la densité est plus grande que dans le vide 
et décroît rapidement à partir du centre ; l'excès d'éther ac- 
cumulé autour de chaque atome est la masse de cette atmo- 
sphère. D'après cela, l'action totale qui s'exerce entre deux 
atomes pondérables de masses m et m' peut être considérée 
comme la résultante de deux forces : l'une attractive, prove- 

I 



1 INTRODUCTION. 

nanl des masses pondérables elles-mêmes et de la forme 

mm' a » i j. . . ., , . 
j— ? r étant la distance de ces deux atomes; I autre répul- 
sive, provenant de la réaction naturelle dos deux atmosphères 

d*éther et de la forme — -— ; de sorte que Taclion résultante 

est 

mm' a mm'b 

9 = 



ou, en posant r 



b 



mm' a / b \ 



p 



— 9 



» a 



<p=^[-(7y] 



On voit qu'il y a une position d'équilibre pour la distance 
r= r^y que la force est attractive si la distance est plus grande 
que r«, répulsive si la distance est plus petite. 

3. Concevons maintenant qu'un certain nombre d'atomes 
constituent un groupe régulier sous l'influence de leurs ac- 
tions mutuelles; ce groupe sera une molécule. L'action d'une 
molécule A ainsi formée sur une molécule B n'a pas, en gé- 
néral, de résultante unique; elle se ramène à une force appli- 
quée au centre de gravité de la molécule B et à un couple; 
le couple fait tourner la molécule B et l'oriente d'une cer- 
taine façon par rapport à la molécule A ; la force est attrac- 
tive ou répulsive et il y a une position d'équilibre. On peut 
expliquer de cette manière la cristallisation. 

4. En résumé, on se représente les corps comme formés 
d'atomes que l'on assimile à des points matériels agissant les 
uns sur les autres. L'action qui s'exerce entre deux points 
consiste en deux forces égales et de signes contraires, l'une 
appliquée au premier point, l'autre appliquée au second point. 
Cette double force est proportionnelle au produit des masses 
des points matériels et fonction de la distance qui les sépare; 
c'est une attraction ou une répulsion suivant qu'elle tend à 
rapprocher ou à écarter lefe points matériels; elle tend à les 
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ramener vers leur position d'équilibre, quand ils en ont été 
écartés par une cause étrangère. 

5. Il résulte de ces déplacements un mouvement vibra- 
toire intérieur qui peut affecter plusieurs formes différentes: 
ou bien Téther seul est en vibralion; ou bien les atomes maté- 
riels oscillent dans la molécule dont ils font partie, en entraî- 
nant les atmosphères d'éther qui les environnent; ou bien en- 
core les molécules elles-mêmes se déplacent en bloc les unes 
par rapport aux autres. Cest l'ensemble de tous ces mouve- 
ments vibratoires que Ton suppose constituer la chaleur. Les 
vibrations calorifiques produisent un changement dans la con- 
stitution des corps et peuvent se transformer en une action 
extérieure; réciproquement, une action extérieure peut faire 
naître dans un corps des vibrations moléculaires et engendrer 
des phénomènes calorifiques. La thermodynamique est Tétude 
des relations qui existent entre les phénomènes calorifiques, 
leurs causes et leurs effets. La chaleur, considérée ainsi comme 
un mouvement vibratoire, rentre dans les lois générales de la 
mécanique, et la thermodynamique a pour bases les principes 
de la mécanique rationnelle. 
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6. Considérons un système de points matériels soumis en 
même temps à leurs actions réciproques et à des forces exlé- » 
rieures. Il est clair que le mouvement de chaque point maté- 
riel est produit par Tensemble des forces, tant intérieures 
qu'extérieures, qui agissent sur lui. Si donc on appelle m la 
masse d'un point matériel, x, y, z ses coordonnées par rap- 
port à trois axes fixes rectangulaires, X, Y, Z, X,, Y,, Z»,. .. 
les composantes des forces qui agissent sur ce point, on aura 
les trois équations 

m-^ = X + X. -+-..., 

(,) ^;ng=:Y + Y.-4-..., 

Chacun des points du système donne lieu à trois équations de 
même forme. On peut déduire de ces équations plusieurs théo- j 
rèmes importants. 

MOUVEMENT DU CENTRÉ DE GRAVITÉ. 

7. En ajoutant membre à membre toutes les équations qui 
se rapportent à Taxe des x, et de même celles qui se rap- 
portent à Taxe des j ou à Taxe des z, on a les trois équations 
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suivantes : 



2'" 7^ =2^' 



ou bien 



Le signe ^ dans le premier membre s'étend à tous les 

points du système, et dans le second membre à toutes les 
forces qui agissent sur ces différents points. Comme les forces 
intérieures sont deux à deux égales et opposées, leurs projec- 
tions sont égales et de signes contraires, et, par conséquent, 
disparaissent des seconds membres des équations (3). Ces 
équations ne renferment donc que les forces extérieures ; elles 
signifient que : 

Théorème I. — La dérivée de la somme des projections sur 
un a^e fixe quelconque des quantités de mouvement de tous 
les points d'un système est égale à la somme des projections des 
forces extérieures sur cet axe, 

8. Si les points du système ne sont soumis à aucune force 
extérieure, les seconds membres des équations précédentes 
sont nuls; on en déduit les trois équations 

^r^ dx . 

> m — = A, 
^ dt ' 

(4) iS-è^»' 

dans lesquelles A, B, C sont des quantités constantes. Ainsi : 
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Corollaire. — Quand un système de points matériels n'eu 
soumis à aucune force extérieure, la somme des projections 
des quantités de mouvement de tous les points du système sur 
un axe fixe quelconque est constante. 

9. La considération du centre de gravité du système permei 
d'énoncer le théorème précédent d'une autre manière. Si l'on 
appelle ^i, ji, 2, les coordonnées du centre de gravité et M la 
masse totale, on a 

(5) \VLy\='^my, 



Mz.=2: 



mz. 



et les équations (2) prennent la forme 

Théorème IL — Le mouvement du centre de giavité d'un sys- 
tème est le même que si tonte la masse y était concentrée et 
toutes les forces extérieures transportées parallèlement à elles- 
mêmes; 

Corollaire. — Quand un système nest soumis à aucune force 
extérieure, le centre de gravité reste en repos, ou se meut d'un 
mouvement rectiligne et uniforme, 

théorème des moments des quantités de mouvement. 

10. Si Ton multiplie la première des équations (i) par^, la 
seconde par x et que Ton retranche la première de la seconde, 
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membre à membre, on a 

m ^^ -^ •- j -^ j =: ^(Y + Y. H- . . . ) -r(X -+-X. -f- . . . ). 

En ajoutant toutes les équations de même sorte qui se rap- 
portent aux différents points du système, on obtient Téquation 

En combinant de même la deuxième des équations (i) avec la 
troisième, et la troisième avec la première, on a les trois équa- 
tions 



2'"{'7ïï-''7f)=1"'^-'^>- 



OU bien 



L'expression xY — jrX est le moment d'une force F par 

rapport à l'axe des z. Comme les forces intérieures sont deux 

à deux égales et opposées, leurs moments par rapport à un 

axe quelconque sont égaux et de signes contraires; les forces 

intérieures disparaissent donc des seconds membres. De 

f dr dx\ 
même 1 expression m ( ^ ^ ~ J777 1 représente le moment, 

par rapport à l'axe des z, de la quantité de mouvement du 
point matériel m. Ainsi : 

Théorème 111. — La dérivée de la somme des moments, par 
rapport à un axe fixe quelconque, des quantités de mouv»- 
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ment des différents points d*un système est égale à la somme 
des moments des forces extérieures, par rapport au même axe. 

11. Si le système n'est soumis à aucune force extérieure, 
les seconds membres des équations qui précèdent sont nuls; 
on en déduit 

2"'('ï-'^)="'' 

A', B', C étant des quantités constantes. Ainsi : 

Corollaire. — Quand un système nest soumis à aucune 
force extérieure , la somme des moments des quantités de 
mouvement, par rapport à un axe fixe quelconque, est con- 
stante, 

12. Ce théorème peut être appliqué à un axe mobile de 
direction constante et passant par le centre de gravité. Appe- 
lons, comme précédemment, Xt, j,, z^ les coordonnées du 
centre de gravité, et ^, m, Ç les coordonnéesd'un point matériel 
quelconque par rapport à des axes menés par le centre de gra- 
vité parallèlement aux axes fixes, on a x^Xi-h ^, x=Xi -htt, 
5 = z, -f- Ç ; remplaçant dans la première des équations ( 7 ), 

et remarquant que V/n^i=:o, ^my] = 0, V/?îÇ=:o, on a 

En vertu des équations (6), cette équation se simplifie ei 
devient 

elle a même forme que les équations (7). 
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, THÉORàXE DES FORGES VIVES. 

13. On appelle en général force vive d'un point matériel le 
produit de la masse de ce point par le carré de sa vitesse. 
Comme ce n'est pas cette quantité elle-même que Ton a à con- 
sidérer en mécanique, mais sa moitié, nous conviendrons 
d'appeler force vive d'un point matériel la moitié du produit 
de la masse par le carré de la vitesse. On sait que la variation 
de la force vive d'un point matériel pendant un temps quel- 
conque est égale à la somme des travaux des forces qui 
agissent sur ce point pendant le même temps. Si l'on fait la 
somme de toutes les équations semblables qui se rapportent 
aux différents points du système, on obtient l'équation 

S F désignant le travail de la force F. xiinsi : 

Théorème IV. — La variation de la somme des forces vives 
de tous les points d'un système pendant un. temps quelconque 
est égale à la somme des travaux de toutes les forces, tant 
intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points 
du système pendant le même temps. 

Appliquons ce théorème à un déplacement infiniment petit. 
Soient rf^le déplacement du point m, dx, dy, dz ses projections 
sur les axes des coordonnées; le travail d'une force F appli- 
quée à ce point étant égal à la force des travaux de ses com- 
posantes, on a 

trav. élém. de F = \dx -f-Y rf/-+-Z rfz, 

et, par suite, 

(,,j d^—=^[liidx-{'Ydx-^Zdz). 



14. 11 existe une relation très-simple entre la force vive 
du mouvement d'un système par rapport à des axes fixes et 
celle de son mouvement par rapport à son centre de gravité. 
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Désignons par Xx, j,, z» les coordonnées du centre de graviié 
et posons, comme au n" 12, x^Xt-\-^j x^=^y\-\-rï, z = z,h-$, 
on a 

2=r=î2"[(^)'-@)'*(w)'] 

-uV / dx, dl dy\ dn dz, rfg \ 

-^Zà"^ \dt dt'^ dt dt "*" dt dt y 

Si l*on appelle v la vitesse du centre de gravité, u celle 
d'un point quelconque par rapport au centre de gravité, et si 
Ton remarque que les dernières sommes sont nulles, l'équa- 
tion précédente se réduit à 

'•"l 2— =— +2)— • 

Ainsi : 

Théorème V. — La force vive totale d'un système est égale à 
la force vive de la masse entière supposée concentrée au centre 
de gravité, plus la force vive de ce système dans son mouve- 
ment relatif au centre de gravité, 

15. Ceci va nous permettre d'étendre le théorème des forces 
vives au mouvement relatif au centre de gravité. L'équa- 
tion (il) devient en effet 

d'^^dj^^=[dxx2^^dy2^^d.x:^z) 

-+-2(Xrf$-^-Yrfy3^-ZrfÇ). 

Mais nous avons démontré (n® 9) que le mouvement du 
centre de gravité est le même que si toute la masse y était 
concentrée et toutes les forces transportées parallèlement à 
elles-mêmes. En appliquant à ce point de masse M le prin- 
cipe des forces vives, on a 

d^ = dxx 2X -+- dxx"^Y-h dz, ^Z, 
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et réqualion précédente se réduit à 

mu' 
1 



(i3) d^p^=^{lLd\'\-\d'fi'^ZdX,). 



Ainsi le théorème des forces vives subsiste quand on con- 
sidère le mouvement du système par rapport à son centre 
de gravité : 

Théorème VI. — Si Von évalue la force vive de chaque point 
et le travail de chaque force dans le mouvement relatif au 
centre de gravité, la variation de la somme des forces vives 
de tous les points du système est égale à la somme des travaux 
de toutes les forces, tant intérieures qu'extérieures, qui 
agissent sur ces différents points. 

TRAYAIL des FORGES INTÉRIEURES. 

16. Dans l'application du théorème des forces vives, il est 
bon de distinguer les forces intérieures des forces extérieures. 
L'action mutuelle de deux molécules m et m', dont la dis- 
tance est r, se compose de deux forces égales ei opposées 
mm'(^{r), appliquées. Tune au premier point, l'autre au se- 
cond, et dirigées suivant la droite qui les joint. La fonction cp(r) 
est positive ou négative suivant que la force est attractive ou 
répulsive. Soient x, y, z les coordonnées du point m par rap- 
port aux axes fixes, x' , y', z' celles du point m' : les compo- 
santes de la force appliquée en m sont 



X=mw'(p(r) 



x' — X 



r 



Y=^mm'(f{r)^ — ^, 



z'— z 
Z = mm' cp ( r) » 



et le travail élémentaire de cette force dans le mouvement 
absolu a pour expression 

Xdx-hYdy-hZdz 

=^rnm'^^[{x' — x}dx'h(x''-y)dx-h{z'—z)dz)]. 



r 
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De même le travail élémentaire de la force appliquée au 
point m' est 

-(Xrfx'^-Yrfj'-f-Zrfz') 

= - "^^ '^^''\ [x' -- x)dx' '¥[f --r)df -^yz' - z)dz'\ 

£n ajoutant, on a le travail élémentaire de l'action mutuelle 
des deux molécules : 

^-^—^ \\x — x)\ dx' — dx) 

-^[r'-r)[dr-dx)^[z'^z)(dz'-dz)\ 

Or l'équation 

donne 

rdrz=[x'—x]{dx'—dx)^(f-'y){dy'—dx)'h[z'—z)[dz'—dz). 

L'expression du travail devient ainsi 

— mm' 9 { r] dr =^ mm' d^ ( /'), 

en posant — cp ( /•) = <|»' ( r ). 

La somme des travaux élémentaires des forces intérieures 
sera donc 

^^mm'd^{r)z=z rfVmm'^(r). 

Il y a dans le second membre autant de termes que de 
combinaisons de points matériels deux à deux. 

Cette expression ne renfermant que les distances mutuelles 
des points du système, il est clair que le travail des forces in- 
térieures est le même dans le mouvement relatif que dans le 
mouvement absolu. 

17. La distance r de deux points s'exprimanl par les diffé- 
rences des coordonnées desdeuxpoints,la quantité ^mm' ^ (r) 

est une fonction des coordonnées de tous les points du sys- 
tème, fonction que nous désignerons par/(j:,j,z,j7',j', z',..,), 
et qui ne dépend que des positions relatives des points les 
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uns par rapport aux autres. La somme des travaux élé- 
mentaires des forceç intérieures est la différentielle totale 
df[xyy,ZyX',y\z'y,..) de cette fonction. Concevons main- 
tenant que le système passe de Tétat caractérisé par l'indice i 
à rétat caractérisé par Tindice 2, on aura, pour celte transfor- 
mation finie, 

2^F înt. =:/(:r2, j2, Zj, x\j . . . ) — /(:r„7„z„ x\,..,), 

ou plus simplement 

(i4) 2^Fint. =/.-/. 

Supposons que le système ne soit soumis à aucune force 
extérieure, l'équation (10) des forces vives se réduit à 



A 2^' =/.-/. 



2 

ou 

1 



Nous remplacerons la fonction / par une fonction 

égale et de signe contraire, afin que l'équation précédente 
prenne la forme 



ou 

1 



y=.^„,=2=-*n.. 



La quantité ^^ h H, ayant la même valeur dans deux 

étals quelconques du système, conserve une valeur constante 
pendant toute la durée du mouvement, et l'on a 

(.5) 2?-t-n = c. 
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Ainsi V 

Théorème VII. — Lorsqu'un système n*est soumis à aucune 
action extérieure , sa force vive totale^ augmentée de la 
fonction H, reste constante. 

18. Cette équation subsiste dans le mouvement relatif au 
centre de gravité. On a (n** 14) 

^ me' Mv' ^mu" 



mais on sait que, lorsque aucune force extérieure n*agit sur 
le système, le mouvement du centre de gravité est rectiligne 

Mv' 

et uniforme (n'^Q), la première partie de la force vive 

totale çsl donc constante. D'autre part, nous avons déjà remar- 
qué que la fonction n = — ^ mm' ^ { r) est la même dans le 

mouvement relatif et dans le mouvement absolu, c'est-à-dire 

que n(^, j, 2,. . .)==n(Ç,7î,Ç,. . .)• Si Ton retranche la quan- 

Mv' 

tité constante > l'équation (i5) devient 

(,6) 2îî^+n=C'. 

Ainsi : 

Théorème VIII. — Lorsqu'un système nest soumis à aucune 
action extérieure, sa force vive intérieure, 'augmentée de la 
fonction II, reste constante, 

DE l'énergie. 

19. Cherchons à préciser le sens de la fonction II. Nous 
avons posé 

-(p(r)==^'(r), ^mm'^[r)=.f et n = ~/. 

La fonction 4*, et par conséquent les fonctions /et H, qui en 
dépendent, renferment une constante arbitraire. On démontre 
en mécanique que lorsque, pour un certain état du système, 
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la valeur de la fonction/, que l'on appelle /o/ic^io/i des forces^ 
est un maximum, cet élal est un étal d'équilibre stable. Si la 
fonction /présente plusieurs maxima, nous considérerons le 
plus grand d'entre eux. Or on peut concevoir que l'on ait dé- 
terminé la constante de manière que ce plus grand des maxima 
de la fonction / soit précisément égal à zéro. De cette ma- 
nière, la fonction / conservera une valeur négative, et par con- 
séquent la fonction H, qui lui est égale et de signe contraire, 
restera toujours positive. 

Imaginons que le corps parte de la position d'équilibre 
stable qui correspond au plus grand des maxima et vienne 
à sa position actuelle, le travail des forces intérieures pendant 
cette transformation est/(^, j, z,. . . ) — o. Cette quantité né- 
gative représente le travail qu'il faut dépenser pour tirer le 
corps de la position idéale d'équilibre stable et l'amener à sa 
position actuelle. Inversement, si on laisse le corps revenir à 
sa position d'équilibre stable, les forces intérieures produiront 
un travail positif égal et Qontraire 

O— /(^, J, Z, )=:n(x, J, Z,...). 

La fonction II représente donc le travail positif que les forces 
moléculaires seraient capables d'effectuer si le corps quittait 
la position actuelle et revenait à la position idéale d'équilibre 
stable. 

20. Le premier membre de l'équation (i 5) se compose ainsi 
de deux parties essentiellement positives dont la somme est 
constante; ces deux parties peuvent se transformer Tune dans 
rautre; quand Tune d'elles diminue, l'autre augmente d'une 
quantité égale. La première est la somme des forces vives de 
tous les points du système, la seconde est le travail potentiel 
des forces moléculaires, ou le travail maximum qu'elles peu- 
vent produire. Il est utile de donner à ces deux grandeurs des 
noms qui rappellent leurs analogies mécaniques. 

Nous adopterons les dénominations proposées par M. Ran- 
Uine; nous appellerons énergie actuelle d'un système la somme 
des forces vives de tous les points du système, et énergie po- 
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tentielle le travail maximum que peuvent produire les forces 
intérieures. La somme de ces deux quantités est Y énergie to- 
tale du système. Nous désignerons l'énergie actuelle par V, 
rénergie potentielle par W, et l'énergie totale par U, de ma- 
nière que U = V -h W. 
Nous avons vu (n** 14) que Ténergie actuelle d'un système 

V = X — se compose de deux parties, 1 une > que nous 

appellerons Vénergie du mouvement de translation^ Fautre 

y 9 qui est Vénergie actuelle intérieure du système, et 

que nous représenterons par V,. De même la somme 

de rénergie actuelle intérieure et de Ténergie potentielle sera 
rénergie totale intérieure, ou simplement Vénergie intérieure 
du système. 

Grâce à ces dénominations, les théorèmes VII et VIII peu- 
vent être énoncés d'une manière très-simple : 

Théorème IX. — Lorsqu'un système n'est soumis à aucune 
force extérieure, son énergie intérieure y et aussi son énergie 
totale, restent constantes. 

En résumant ce qui précède, on voit que lorsqu'un système 
n'est soumis à aucune action extérieure, trois quantités prin- 
cipales restent constantes : 

I" La somme des projections des quantités de mouvement 
sur un axe fixe quelconque, et par conséquent l'énergie du 
mouvement de translation; 

2° La somme des moments des quantités de mouvement par 
rapport à un axe fixe quelconque; 

3° L'énergie intérieure du système. 

21. Un exemple fera bien comprendre ce qu'on entend par 
énergie potentielle. 

Considérons un système formé de deux molécules de masses 
m et m', soumises seulement à leur action mutuelle, que nous 
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supposerons de la forme ( n'* 2 ) 

mm! a Y l n\P 



m'a r / ro\ 
7^ ['""W/ 



Il y a équilibre quand les deux molécules sont à la dis- 
tance To, et celte position d'équilibre est stable. Soient A et B 
(yîg-. i) les positions des molécules en équilibre. Supposons 
qu'on les amène en A' et B', à une distance r plus grande que r« , 

Fig. I. 



A' A À, B, B B' 

il y a attraction ; si on laisse les molécules revenir à leur posi-. 
tion d'équilibre, les forces produisent un travail positif d'autant 
plus grand que les molécules ont été plus écartées de leur po- 
sition d'équilibre. De même, si l'on amène les molécules en 
A, et B,, à une distance r moindre que r„ il y a répulsion; 
quand on laisse les molécules revenir à la position d'équilibre, 
les forces produisent encore un travail positif. Ce travail posi- 
tif est l'énergie potentielle du système des deux molécules dans 
rélat A', B' ou A„ B,. 

22. Il est aisé de comprendre que l'énergie totale d'un corps 
mesure en quelque sorte sa puissance mécanique. Considé- 
rons, par exemple, deux corps A et B [fig. 2), unis par un fil 

FIg. 2. 





inextensible et sans masse CD. Supposons qu'il n'y ait pas de 
forces extérieures, l'énergie totale du système formé par ces 
deux corps restera constante. L'énergie du fil est nulle. En 
effet, sa masse étant nulle, son énergie actuelle est nulle ; 
d'autre part, comme il est inextensible, les deux tensions 
donnent des travaux égaux et de signes contraires, et, par 



1 
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suite, rénergie potentielle du fîl est aussi nulle. On a donc 
simplement, pour ce système, en appelant U l'énergie du 
corps A, et U' celle du corps B, l'équation 

U -4- U' = const. 

Les deux parties de cette somme peuvent se transformer 
Tune dans l'autre par l'intermédiaire du fil. Lorsque U dimi- 
nue, U' augmente d'une quantité égale; c'est là ce qui ca- 
ractérise l'action mécanique du corps A sur le corps B. Sup- 
posons qiie U diminue jusqu'à devenir nul, et, à ce moment, 
supprimons la communication des deux corps en coupant le 
fil ; alors l'énergie du corps A est nulle, et la nouvelle éner- 
gie U" du corps B est égale, d'après le théorème général, à h 
somme des deux précédentes. On a donc 

U''=U4-U'. 

• 

A partir de ce moment, l'énergie du corps A reste constam- 
ment nulle; ce corps est arrivé à un état d'équilibre stable au 
repos qui persistera tant que des forces extérieures n'inter- 
vietidront pas. L'énergie totale U mesure donc l'action méca- 
nique maximum qu'un corps peut exercer sur les corps exté- 
rieurs. 

ÉNERGIE DES HOUYEMENTS VIBRATOIRES. 

23. Nous avons vu déjà (n*»14.) que l'énergie actuelle d'un 
système se compose de l'énergie du mouvement de translation 
du centre de gravité et de l'énergie actuelle intérieure, c'est- 
à-dire de l'énergie actuelle du mouvement relatif à des axes 
passant par le centre de gravité. Mais il y a lieu de distinguer 
encore dans cette dernière énergie ce qui se rapporte au mou- 
vement sensible et ce qui se rapporte au mouvement vibra- 
toire, qui est en général très-rapide et impossible à observer 
directement. 

Considérons d'abord un système de points matériels sans 
mouvement sensible et animés seulement d'un mouvement 
vibratoire. Chaque point matériel oscille autour d'une positiofl 
moyenne. Nous représenterons par x, r> z les coordonnées de 
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celle position moyenne, et par :f-4-^, j-f-yj, 2-+-Ç celles du 
point matériel en mouvement. Puisqu'il n'y a pas de mouve-^ 
ment sensible, les coordonnées Xy y, z sont indépendantes du 
temps, et Ton a 



■'=m<^MT)'- 



On peut regarder un mouvement vibratoire quelconque 
comme la superposition de vibrations simples de la forme 



$=r Acos^"^ -4-aJ! 



Yî = B cos 



Ç i=z C cos 



Pour une vibration simple, on a 
.« = ^'[A>sin'(^4-a) 

+ B'sin»(^ + (3)-f-Osin'(^+y)] 

= ^TA^-4-B»-4-0-A»cos(-Ç-+-2a)-...1. 



ou 

if' 



La force vive varie pendant la durée d'une vibration. Sa va- 
leur moyenne est donnée par l'intégrale définie 

^'^^ tX •V^' = '^^ W 

Dans un mouvement vibratoire complexe, le carré de la vi- 
tesse a pour expression 

^■=4.'}[2:^sin(3f + «)J 

2. 
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^if sin (-7p- 4- a) est une somme de termes de la forme 

A . /2nt \ A' . fint \ 

Tjj; sm I -^ -^ol\ -4- ^, sin I -^ -f a' j -h ... ; 

son carré est 

V>2AA' . /27r/ \ . /27r/ A 

En transformant les termes de la première somme, comme 
précédemment, et prenant la moyenne pendant un temps 
très-grand par rapport à chaque période, afin de pouvoir né- 
gliger les termes périodiques, on .obtient 

Les termes de la deuxième somme peuvent être transformée 
de la manière suivante : 

2AA 



tAA' . (int \ . (iTit A 



AA' 

r|ir|-«/ 1 COS 

cos 



[^7r^(4.-H^,)+«+«']j. 



L'intégrale du second membre est une somme de sinus, ei 
la valeur moyenne de cette intégrale pour un intervalle de 
' temps 0, très-grand par rapport à la durée de chaque période, 
est négligeable. 

On trouve ainsi, pour la valeur moyenne de l'énergie ac- 
tuelle du point nif 



f 

I 
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On conclut delà que : L'énergie moyenne d'un mouvement 
vibratoire quelconque est égale à la somme des énergies 
moyennes des mouvements vibratoires simples qui le com- 
posent. 

24. Supposons maintenant que le corps soit animé en même 
temps d'un mouvement sensible et d'un mouvement vibra- 
toire. Les coordonnées d'un point m à un instant quelconque 
sont encore ^ + Ç,^-+-yî, ^-+-Ç; mais les coordonnées ^, j, z 
delà position moyenne sont ici. des fonctions du temps. Les 
composantes de la vitesse de ce point sont 



dx 

dt-^ 


dl 

dt 


dt^ 


dti 
dt 


dz 

dt-^ 


dK 
dt 



Pour le point considéré, la composante -jj de la vitesse sen- 
sible peut être regardée comme constante pendant la durée 
d'une période T, si le mouvement vibratoire est simple, ou, 
plus généralement, pendant un intervalle de temps 9, petit en 
valeur absolue, mais très-grand par rapport à chacune des pé- 
riodes qui entrent dans un mouvement vibratoire complexe. 
On peut donc écrire 

I r^ dx dli . I dx r^dl, I rfar.vne 

On a d'ailleurs 

'^mc' , midx^ dy^ dz^ 



OJo^ 2 \dt 



dp dt' 

eX 2 \dt' dt' ^ dt') 

I /•« /dxdl dr dr^ ^^\^i 
"^ ëjo "'X'dt'dt'^ dt dt "^ dt dt)° ■ 

Les trois termes de la dernière inlégrale sont négligeables, 
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comme nous venons de le voir, il reste donc 

te 

êX ~ '^[dF'^dF'^'dF) 

(»9) 






La première partie du second membre est la force vive du 
mouvement sensib1e> la seconde est la force vive moyenne du 
mouvement vibratoire. On dira donc que : 

L'énergie actuelle d*un corps est la somme de V énergie du 
mouvement sensible et de l'énergie du mouvement vibratoire, 

INFLUENCE DU MOUVEMENT VIBRATOIRE SUR l'ÉNERGIB POTENTIELLE. 

25. Considérons un corps sans mouvement sensible et animé 
d*un mouvement vibratoire. L'énergie potentielle, qui est une 
fonction des distances des différents points, dépend du mou- 
vement vibratoire et varie aussi d'une manière périodique; 
nous pouvons nous proposer de calculer sa valeur moyenne. 
Représentons toujours par x,y^ z les coordonnées de la po- 
sition moyenne du point m; s'il n'y avait pas de mouvement 
vibratoire, l'énergie potentielle aurait pour valeur 

W=:F(^,7,z, x\x\ z'...). 

Pendant la vibration, les coordonnées du point m sont a; -f-H, 
j-h yj, z H- Ç; alors l'énergie potentielle a pour valeur 

W = F (a: -+- ^, j -f- Yî, z -+- Ç, j;'-h Ç\ . . . ). 

Les coordonnées $, yj, Ç du déplacement vibratoire sont très- 
petites par rapport à ^, j^, z ; on peut donc développer cette 
fonction en série rapidement décroissante et écrire, en se 
bornant aux termes du second degré, 

x^T J2i , j r S dF y d¥ dF ^ 

i/û?'F^, rf'F , rf^F^, d'F ^ 






»• 

I 

f 
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Les termes du premier degré n'ont pas dinfluence sensible 
dans la moyenne. Mais les termes du second en ont une, et 
l'on trouve que la valeur moyenne de l'énergie potentielle a 
pour expression 

F(:r,j, 2,...) 

On conclut de là que : Lavibration change la valeur moyenne 
de Vénergie potentielle, sans que les positions moyennes des 
molécules soient changées, c'est-à-dire sans que l'état appa- 
rent du corps soit changé. 

CAS ou IL Y A DBS FORGES EXTÉRIEURES. 

f 

26. Nous avons trouvé l'équation des forces vives dans le 
cas le plus général (n** 13): 

( 20 ) a2 — =2 ^ ^ ^^^' "^2 ^^ ®^^- 

Si le corps a passé de l'état [i] à l'état [2], on a (n° 17 ) 

2 S F int.=/,-/. = n, - n,; 
l'équation (20) devient ainsi 

ou bien 

(21) AU=2^^^^^- 

Ainsi : 

Théorème X.— La variation de l'énergie totale d'un système 
est égale à la somme des travaux des forces extérieures. 

Nous avons vu que le théorème des forces vives subsiste 
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dans le mouvement relatif au centre de gravité (n* 15); on a donc 

2 



^2?!^^2G'Finl.4-2e'Fext., 



^' désignant le travail dans le mouvement relatif. Le travail 
des forces intérieures étant le même dans le rhouvemeni rela- 
tif que dans le mouvement absolu, cette équation peut être 
mise sous la forme 

ou 

(22) AU.rzz^rFext. 

Ainsi : 

Théorème XL — La variation de rénergie intérieure d'un 
système est égale à la somme des travaux des forces extérieures 
dans le mouvement relatif au centre de gravité. 

27. Outre l'action des forces extérieures proprement dites, 
le corps peut recevoir une certaine quantité d'énergie calori- 
fique qui lui vient du dehors, ou bien il peut perdre une cer- 
taine quantité d'énergie caloritique qu'il communique aux 
corps extérieurs. Cet échange d'énergie calorifique a lieu par 
rayonnement ou par conductibilité, et voici comment on con- 
çoit qu'il s'effectue : 

Quand un corps est animé d'un mouvement vibratoire mo- 
léculaire, l'éther que possède le corps participe au mouvement; 
ce mouvement se communique à l'éther ambiant, dans lequel 
il se propage par ondes successives, et l'éther ne conserve rien 
du mouvement vibratoire qu'il a servi à transmettre ; c'est là 
ce qui constitue le rayonnement de la chaleur. 

Inversement, quand une onde calorifique rencontre un 
corps, elle communique une partie de son énergie à l'éther 
que renferme le corps et aux molécules elles-mêmes; le corps 
entre alors en vibration, ou bien le mouvement vibratoire 
qu'il possédait est modifié ; le corps a absorbé une certaine 
quantité d'énergie calorifique. 

Enfin, quand une molécule d'un corps est en vibration, elle 
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communique cette vibration aux molécules voisines, et le 
mouvement se propage ainsi de proche en proche : il y a alors 
communication d'énergie calorifique par conductibilité. Il est 
probable que l'éther intervient encore dans ce dernier cas, 
mais le phénomène est plus complexe. 

28. Supposons donc qu'une certaine quantité d'énergie ca- 
lorifique Zy venant du dehors, pénètre dans le corps; elle 
augmentera d'autant l'énergie totale du corps, et l'équa- 
lion (21) deviendra 

(23) AU^^GFexl.-hZ. 

Supposons, au contraire, que le corps dégage une certaine 
quantité d'énergie calorifique Z', il est clair que le travail des 
forces extérieures est égal à la variation d'énergie totale du 
corps, plus la quantité T d'énergie calorifique dégagée; l'é- 
quation (21) devient ainsi 

2]SFext.=:AU-fZ'. 

Mais cette dernière équation rentre dans la précédente; il 
suffit de regarder une quantité d'énergie calorifique absorbée 
comme positive, dégagée comme négative. On a donc le théo- 
rème général suivant : 

Théorème XII. — Dans tout système, la variation de V éner- 
gie totale est égale à la somme des travaux des forces exté- 
rieures, plus ou moins V énergie calorifique absorbée ou dé- 
gagée. ^ 

On peut répéter les mêmes raisonnements en considérant, 
non plus le mouvement absolu, mais le mouvement relatif au 
centre de gravité. Si une quantité d'énergie calorifique Z est 
absorbée ou dégagée par le corps, elle augmentera ou dinïi- 
nuera d'autant son énergie intérieure, et l'équation (22) de- 
viendra 

(24) M^i=^^'¥Q\U-^Z\ 
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TefioiÈMB XIII. — Dans tout sr^ème, la variation de l'éner- 
gie intérieure est égale à la somme des travaux des forces ex- 
térieures, estimes dans le mouvement relatif au centre de gra- 
vité^ plus ou moins V énergie calorifique absorbée ou dégagée. 

TIATAIL DBS PBBSSlOIfS BXTÉRIEUBI^S. 

29. Ordinairement les forces extérieures consistent en pres- 
sions normales s'exerçant sur la surface du corps. Le corps A 
reçoit d'un^ autre corps B une pression P et réagit sur lui avec 
une force égale et contraire — P ; il est clair que la somme 
des travaux des pressions extérieures que supporte le corps A 
est égale et de signe contraire à la somme des travaux des 
réactions du corps A sur les corps extérieurs. Si donc on ap- 
pelle S la somme des travaux des réactions du corps A sur les 
corps extérieurs, la somme des travaux des pressions exté* 
rieures s'exerçantsurlecorpsAsera — S; l'équation (23) devient 

(25) AU=rZ — S, 

et le théorème XII s'énonce de la manière suivante : 

La variation de V énergie totale d'un corps est égale à Vé- 
nergie calorifique absorbée ou dégagée par ce corps, moins le 
travail extérieur accompli par le corps. 

Le même théorème a lieu dans le mouvement relatif au 
centre de gravité. Si l'on désigne par S' le travail extérieur 
acèompli par le corps A, travail évalué dans ce mouvement 
relatif, l'équation ( 24 ) devient 

(26) AU/=Z — S', 

et le théorème XIII s'énonce ainsi : 

La variation de V énergie intérieure d'un corps est égale à 
l'énergie calorifique absorbée ou dégagée par le corps ^ moins 
le travail extérieur accompli par le corps dans le mouvement 
relatif au centre de gravité. 

Si le corps, après une série de transformations, revient à sa 
position et à son état primitifs, son énergie totale reprenant la 
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même valeur, on a AU = o, et réquation (25) se réduit à 
(27) Z = S. 

II y a deux cas à distinguer, suivant que les quantités Z 
et S sont positives ou négatives. Dans le premier cas, le corps 
absorbe de l'énergie calorifique et accomplit un travail exté- 
rieur égal ; dans le second cas, le corps reçoit un travail exté- 
rieur et dégage une quantité égale d'énergie calorifique. Ces 
deux cas sont compris dans un même énoncé : 

Corollaire. — Lorsque le corps revient au même état, la 
quantité d'énergie calorifique absorbée ou dégagée par le 
corps est égale au travail extérieur accompli ou reçu par le 
corps. 

Les machines thermiques ont pour but de transformer la 
chaleur en travail, ou inversement le travail en chaleur. Dans 
toutes ces machines, le mouvement est périodique et l'équa- 
tion précédente est vraie pour un intervalle de temps égal à 
un nombre entier de périodes. 

TRAVAIL EXTÉRIEUR DAMS LE CAS d'uNE PRESSION UNIFORME. 

30. Enfin les pressions extérieures se réduisent le plus sou- 
vent à une pression uniforme s' exerçant sur toute la surface 
du corps. Dans ce cas, le travail extérieur peut être exprimé 
d'une manière très-simple, lorsqu'il n'y a pas de mouvement 
sensible. 

Soit V le volume du corps A, p la pression qu'il supporte par 
mètre carré, un élément w de la surface supportera la pres- 
sion ptù. Supposons que le corps A éprouve un changement de 
volume infiniment petit, et soit h la portion de normale com- 
prise entre l'élément û) et la nouvelle surface du corps. Le 
travail de la réaction du corps Asur les corps extérieurs est/^u/i 
pour l'élément de surface o); le travail total c/S, accompli par 
le corps, est 

rfS z=^ p(ùh^= PzJ*^ ^' 
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Mais (ùh (fig. 3) est le volume compris entre rélémeni w ei 
rélément 

Fig. 3. 





correspondani de la nouvelle surface; ^o)A est la variation de 
volume dv du corps. On a donc 



(28) 



rfS:- pds^. 
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ÉTUDE DES PHÉNOMÈNES THERMIQUES. 
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tion de l'équivalent mécanique de la chaleur. — Conséquences du principe 
de Téquivalence. — Fonction d'intégrabilité. — Application aux qrz parfaits. 



31. Lorsque deux corps sont mis en relation, l'un d'eux se 
comporte généralement comme une source de chaleur, il se 
refroidit pendant que le second s'échauffe. Cet échange de 
chaleur entre les corps peut avoir lieu de différentes manières. 
Si les corps sont en contact direct, ou s'ils sont séparés par 
des corps pondérables qui participent au mouvement calori- 
fique, la communication de chaleur se fait par conductibilité. 
Si, au contraire, il n'y a pas de corps intermédiaires, ou si les 
corps pondérables intermédiaires ne participent pas au mou- 
vement calorifique, la communication de chaleur se fait par 
rayonnement. Enfin, l'échange de chaleur peut avoir lieu en 
même temps par rayonnement et par conductibilité. 

Dans tous les cas, si aucune cause extérieure n'intervient, 
les deux corps arrivent à un étal qui persiste indéfiniment; on 
dit qu'ils sont alors en équilibre de température ou qu'ils ont 
la même température. C'est un état d'équilibre mobile, parce 
qu'on suppose qu'il y a entre eux des échanges de chaleur 
continuels et équivalents. 

Quand l'équilibre a lieu entre deux corps, il est indépen- 
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dant de la disposition qu'on leur donne; on en conclut que 
l'équilibre de température est un état parfaitement défini, qui 
ne peut avoir lieu que d'une seule manière. 

Si deux corps Â et B sont en équilibre de température avec 
un troisième corps C, l'expérience indique qu'ils sont entre 
eux en équilibre de température. 

Quand deux corps mis en relation ne sont pas en équilibre 
de température, celui qui envoie le plus de chaleur à l'autre 
est dit à une température plus élevée. Si un corps A est à une 
température plus élevée qu'un deuxième corps B, celui-ci 
étant en équilibre avec un troisième corps C, l'expérience in- 
dique que le corps A est aussi à une température plus élevée 
que le corps C. Supposons de même que le corps B soit à une 
température plus élevée que C et moins élevée que A, et qu'on 
laisse refroidir le corps A jusqu'à ce qu'il soit en équilibre 
avec C, on constate qu'il passe par la température du corps 
intermédiaire B. 

En d'autres termes, on peut, en classant les corps d'après 
leurs réactions calorifiques, construire une échelle des tem- 
pératures, et cette échelle des températures est unique. 

Supposons qu'on mette un même corps P successivement 
en équilibre de température avec tous les corps de l'échelle 
précédente, il passera par une série d'états successifs qui 
pourront servir à ^caractériser les différentes températures: 
ce sera un thermomètre. 

32. L'objet principal de la thermodynanique est d'étudier les 
transformations d'un corps homogène, ayant dans toute son 
étendue la même densité ou le même volume spécifique v (le 
volume spécifique est le volume de l'unité de poids), la méofie 
température t, soumis sur toute sa surface à une pression uni- 
forme /?, et de plus sans mouvement sensible. L'état d'un corps 
dans ces conditions dépend, en général, de deux variables in- 
dépendantes, son énergie actuelle V, et son énergie poten- 
tielle W. Toutes les quantités quel'on considère habituellement 
et qui caractérisent l'étal physique du corps, savoir la tempé- 
rature ^ le volume spécifique v et la pression /?, dépendent 
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deV etW; ce sont des fondions de ces deux quantités, 

/=/(v,W), i.=/,(v,W), p=f,{y,w). 

On a ainsi trois équations entre cinq grandeurs, dont deux 
quelconques peuvent être prises pour variables indépendantes; 
on choisit ordinairement v eip; alors la température est une 
fonction du volume et de la pression. 

Toutefois, dans certaines questions, on n'est pas maître du 
choix des variables, parce que les fonctions éprouveraient de 
grandes variations pour de petits changements des variables. 
Par exemple, dans la fusion de la glace sous pression constante» 
le volume change peu pendant la durée du phénomène, el 
rétat du corps éprouve cependant une modification considé- 
rable; il ne conviendrait pas de prendre v ei p comme va- 
riables indépendantes. La difficulté disparaît si Ton prend pour 
variable indépendante l'énergie potentielle W; c'est la quan- 
tité qui éprouve alors les plus grands changements. 

DÉFINITION DE LA TEMPÉRATURE. 

33. Pour tout corps homogène, placé dans les conditions 
indiquées précédemment, il existe entre la température, le 
volume spécifique et la pression une relation 

(l) (^{t, V, p)=zO. 

On ne connaît pas encore la forme de cette fonction pour 
un corps quelconque; les lois de Gay-Lussac et de Mariotte 
en donnent seulement une expression très-approchée pour les 
gaz permanents. Mais il suffit que nous concevions l'existence 
de cette relation pour qu'elle nous serve à définir les tempé- 
ratures. Considérons, en effet, un corps quelconque que l'on 
maintient sous pression constante ; de l'équation précédente 
on déduit 

Les variations de volume d'un corps sous pression con- 
stante peuvent donc servir à graduer l'échelle des tempéra- 
tures, pourvH que ce corps ne présente pas de circonstances 
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particulières, telles qu*un changement d'état, dans les limites 
de température entre lesquelles il sert de thermomètre. 

Il y a avantage à employer un gaz permanent pour construire 
le thermomètre; on graduera l'échelle des températures par 
les variations de volume d'un poids de gaz égal à l'unité sous 
une pression déterminée. Soient v» le volume de ce poids è 
une température déterminée que nous appellerons zéro, Vik 
volume de la même masse à une autre température définie A, 
et V le volume à une température quelconque t; en supposant 
les températures proportionnelles aux changements de volume 
à partir de la température zéro, on aura 

t V — v^ 

Si l'on pose a = ? cette équation prend la forme 

v—v,[i -hat); 
a est ce qu'on appelle le coefficient de dilatation du gaz, 

34. Tous les gaz el les vapeurs surchauffées tendent vers uflL 
étal-limite caractérisé par les lois de Mariotie et de Gay-Lus-| 
sac. Je rappelle ces deux lois : 

r 

1° Loi de Gay-Lussac. — ï^ous les gaz permanents ont k 
même coefficient de dilatation, et ce coefficient est indépen- 
dant de la pression. 

Ce coefficient de dilatation a des gaz est d'environ —. 

2® Loi de Mariotte. — Les volumes d'une même masse degfH 
à la même température sont en raison inverse des pressions* 

Si V est le volume d'une certaine masse de gaz sous la pres- 
sion p, v' le volume de la même masse sous la pression f'^ 
à la même température, on a 

^ P' Il 

V p ^ ^ 

Ces deux lois permettent d'établir la relation qui exisU^ 












I 
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entre le volume spécifique, la température et la pression. 
Soient, en effet, v» le volume d'un poids de gaz égal à Tunilé 
ila température zéro et sous une pression déterminée /?,, 
vie volume de la même masse de gaz à la température / et 
sous la pression p. Appelons v' le volume du gaz sous la pres- 
sion p. et à la température t. On a, d'après la loi de Gay-Lus- 
sac, i^'^i: i'oCu- «0» et, d'après celle de Mariotte, vp = v'po. 
On en déduit la relation cherchée 

(2) i^p = v^po{i-h oct), 

entre la température, le volume et la pression. 
Les deux constantes po et a sont les mêmes pour tous les 

gaz. Si l'on pose 0= -. (« = 2^3), la relation précédente 

prend la forme 

(3) i'/? =:afo/?o(« -f- 0- 

PREMIER PRINCIPE FONDAMENTAL. 

35. On mesure les quantités de chaleur absorbées ou déga- 
gées dans les expériences, en les comparant à une autre quan- 
lité de chaleur prise pour unité et définie par le passage d'un 
certain corps d'un état déterminé à un autre état déterminé. 
On a pris pour unité de chaleur ^la quantité de chaleur né- 
cessaire pour faire passer i kilogramme d'eau de la tempéra- 
ture de o degré à la température de i degré sous la pression 
de 760 millimètres; c'est ce qu'on appelle une calorie. 

Nous avons précédemment représenté par Z une certaine 
quantité d'énergie calorifique; cette énergie, qui est une 
force vive, était exprimée au moyen de l'unité habituelle de 
la force vive ou du travail, c'est-à-dire au moyen du kilo- 
grammètre. Une même quantité de chaleur peut donc être 
représentée par un nombre Qde calories ou par un nombre Z 
de kilogrammèlres. Si l'on appelle E le rapport de la calorie 
au kilogrammètre, on aura évidemment 

« 

Zr^EQ. 

Ce rapport E est ce qu'on appelle V équivalent mécanique 

3 
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de la chaleur; c*est le nombre de kilogrammètres auquel 
équivaul une calorie. Nous emploierons aussi le rapport 

inverse A=i = > d'où 

Q = AZ. 

Le premier principe fondamental de la théorie mécanique 
de la chaleur est exprimé par Féquation (28) que nous avons 
déduite du théorème des forces vives (n"28), et que nous 
écrirons sous la forme la plus générale 

(4)* AU=:2)^^^^^--^*^Q- 

Cette équation s'applique au mouvement absolu ou au mou- 
vement relatif au centre de gravité. 

Ordinairement, comme nous l'avons dit au n** 29, les forces 
extérieures consistent en pressions normales s'exerçant sur la 
surface du corps. Si Ton appelle S la somme des travaux des 
réactions du corps considéré sur les corps extérieurs, la 
somme des travaux des forces extérieures est — S, et l'équa- 
tion précédente devient 

(5) EQ = AU-f-S, 

ou 

Q=:A(AU-f-S). 

Elle montre que la quantité de chaleur absorbée ou dégagée 
par un corps est équivalente à ta variation de son énergie 
(totale ou intérieure, suivant qu'il s'agit du mouvement absolu 
ou du mouvement relatif au centre de gravité), plus le travail 
extérieur accompli par le corps. 

Lorsque le corps revient à son état primitif, la variation 
d'énergie AU étant nulle, l'équation précédente se réduit à 

(6) EQ = S. 

La quaniilé de chaleur absorbée ou dégagée par le corps est 
équivalente à la quantité de travail extérieur accomplie ou 
reçue par le corps. 

Les progrès de la théorie datent surtout de l'époque où 
l'on a conçu nettement cette notion de l'équivalence entre 
une quantité de chaleur et une quantité de forces vives ou de 
travail. La connaissance de la valeur numérique du rapport E 
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e la calorie au kilogrammètre a une grande importance au 
oint de vue des applications. Un grand nombre de physiciens 
ni cherché à le déterminer; nous citerons quelques-uns de 
surs travaux les plus importants. 

DÉTERMINATION DE l'ÉQUIYALENT MÉGANIQUE DE LA CHALEUR. 

36. Les expériences les plus célèbres sont celles de M. Joule 
jr le frottement. Dans ces expériences, un travail extérieur 
onnu est dépensé pour faire frotter deux corps l'un contre 
autre et produire ainsi une certaine quantité de chaleur que 
en mesure à l'aide d'un calorimètre. 

Un des appareils de M. Joule est entièrement construit en 
liton. Il se compose d'un vase calorimétrique rempli d'eau 
Bns lequel tourne un axe vertical portant seize palettes ver- 
cales qui passent dans les intervalles ménagés entre des 
imes fixées aux parois du calorimètre, afin d'augmenter le 
•^ttement du liquide sur lui-même et sur les pièces mé- 
i lliques. L'axe tournant est muni d'un cylindre extérieur sur 
^quel s'enroulent deux cordes dont chacune passe ensuite 
ur une poulie mise en mouvement par la descente d'un poids. 

La température du calorimètre étant bien connue, on laisse 
escendre les poids moteurs et on mesure réchauffement qui 
n résulte. Pour connaître le travail extérieur qui a été trans- 
^>mé en chaleur, il faut retrancher du travail effectué par la 
esanteur dans la chute des poids la force vive qu'ils possèdent 

la fin de l'expérience et le travail absorbé par la roideur 

IBS cordes et par le frottement des pièces non situées dans 

- calorimètre. Pour évaluer ce travail absorbé à l'extérieur 

^calorimètre, on sépare le cylindre de l'arbre tournant, on 

riroule les deux cordes en sens contraires; l'appareil est 

^rs en équilibre, et on détermine par tâtonnements l'excès 

■^ poids qu'il est nécessaire d'appliquer à l'une des poulies 

Our donner à l'appareil un mouvement uniforme avec une 

^tesse égale à celle de la première expérience. Cet excès 

^ poids est alors équilibré par les résistances extérieures. 

^3Mi peut donc calculer quel était le travail absorbé dans ces 

^périences. 

3. 



l 
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Quant à la chaleur créée, elle se compose de celle quia 
produit réchauffement du calorimètre et qu'il est facile de cal- 
culer par l'élévation de température et de la chaleur enlevée 
par le milieu extérieur ;Tcette dernière est très-faible et on peut 
l'évaluer approximativement. On a ainsi toutes les données né- 
cessaires pour déterminer l'équivalent mécanique de la chalear. 

Dans le cas actuel, il y a dégagement ou création de chalear, 
Q est négatif. Si l'on pose Q = — Q', l'équation (4) devient 

Gext. = AU-f-EQ'. 

Dans les expériences de M. Joule, les corps frottants soiK: 

des liquides ou des solides très-durs qui n'éprouvent 

d'usure appréciable pendant l'opération; le poids du liqui 

renfermé dans le calorimètre est assez grand pour querâéf^ 

vation de température soit très-faible, et enfin la présence 

paleites fixes empêche le liquide d'avoir une force vive 

sible à la fin de l'expérience. Il en résulte que la varia 

d'énergie AU des corps frottants est négligeable par rapport 

la quantité de chaleur dégagée par le frottement et absori 

par le calorimètre. On peut donc écrire, avec une approxi 

tion suffisante, 

Sext. = EQ'. 

Le travail extérieur est évalué en kilogrammètres ; la quan 
tité de chaleur dégagée Q' est mesurée en calories; le rappoi 
est l'équivalent cherché E. 

Dans d'autres expériences, M. Joule s'est servi d'un 
rimètre en fer de même forme que le précédent et renfi 
mant du mercure. Enfin il a supprimé l'axe à palettes et 
remplacé par un anneau conique de fonte qui frottait sur 
cône de même substance, au sein d'une masse de mercû 
Il a ainsi obtenu les résultats suivants : 

Frottement de l'eau sur elle-même et sur le laitOn. . . 4^)| i 

Frottement du mercure sur lui-même et sur le fer . ! ,c 

1426, 

Frottement de la fonte sur elle-même dans le mercure . < , t 

1425, 



ÊTUDB DES PHÉNOMÈNES THERMIQUES. 87 

L'accord de ces résultats est extrêmement remarquable; la 
iDoyenne est environ 425. C'est la valeur généralement adop- 
tée pour l'équivalent mécanique de la chaleur. 

37. M. Hirn a suivi une marche inverse. Il a cherché à 
fnesurer le travail accompli par la consommation d'une cer- 
taine quantité de chaleur dans une machine à vapeur à con- 
densation. Dans ce cas, le foyer fournit à la vapeur une 
certaine quantité de chaleur Qs que l'on peut calculer d'après 
les expériences de M. Regnauit, en connaissant la température 
de la vapeur à son entrée dans le cylindre. Une portion Qi de 
cette chaleur est absorbée par l'eau froide du condenseur ou 
se dissipe dans le milieu ambiant; la différence Qj — Qi de 
ces deux quantités de chaleur est transformée en travail. 
Les seules forces extérieures dont il y ait à tenir compte sont 
ici des pressions normales (n®29). M. Hirn évalue le travail 
extérieur S accompli par la machine en déterminant, à des 
intervalles très-rapprochés, à l'aide d'un indicateur de Watt, 
la force élastique de la vapeur dans le corps de pompe. Ces 
deux éléments suffisent pour calculer la valeur de l'équiva- 
lent mécanique. En effet, le mouvement de la machine étant 
périodique, après un nombre entier de périodes, la variation 
d'énergie intérieure AU est nulle, et l'on a la relation 

S = EQ = E(Q,-Q.), 

entre le travail extérieur et la chaleur consommée (n°35). 

Toutefois, celte méthode ne comporte pas le même degré 
de précision que celle de M. Joule, parce que le travail exté- 
rieur est difficile à évaluer et que la quantité de chaleur 
Qi — Qi que l'on introduit dans le calcul est très-petite par 
rapport à celles qu'il faut mesurer; il y a en outre un grand 
nombre de causes d'erreur dont on ne peut pas tenir compte 
exactement. Les nombres obtenus par M. Hirn varient de 3oo 
à 600, la moyenne est ^i5 : ces résultats sont donc peu con- 
cordants; mais si Ton remarque que les expériences ont été 
faites dans des conditions très-diverses, avec des causes d'er- 
reur variables d'une expérience à l'autre, avec des machine» 
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de systèmes et de puissances irès-différenls, et si Ton songe ).- 
aux difficultés de recherches semblables, on devra considérer 
ces expériences de M. Hirn comme une confirmation remar- 
quable de celles de M. Joule. 



CONSÉQUENCES DU PREMIER PRINCIPE. 

38. Considérons un corps homogène, sans mouvement sen- 
sible, et soumis sur toute sa surface à une pression uniforme; 
rétat du corps est caractérisé par trois grandeurs, la tempéra- 
ture /, le volume spécifique v et la pression p. Mais nous 
avons vu (n* 33) qu'il existe une relation 

(l) (r,{^t,V, p) = 

entre ces trois quantités; deux quelconques d'entre elles suf- 
fisent donc pour définir l'état du corps; pour le moment, nous 
définirons l'étal du corps à l'aide des deux variables indépen- 
dantes V ei p. 

Une représentation géométrique aidera beaucoup à suivre 
les raisonnements. Traçons dans un plan deux axes rectangu- 
laires Ot' et Op ijig' 4) 6l marquons le point M du plan dont 

TÏQ. ]. 







B 




N.^ 



M' N' 



B 



l'abscisse OM' est égale à v' et l'ordonnée MM' à /? : la position 
du point M dans le plan représentera l'état du corps. Si le 
corps passe de l'état A à l'état B, la suite des transformations 
sera figurée par une ligne AMB. 

L'aire plane ABB'A' représente le travail extérieur S accom- 
pli par le corps; en effet, le corps n'ayant pas de mouvement 
sensible et étant soumis à une pression uniforme, nous avons 
tu (n**30) que le travail extérieur qui correspond à une trans- 
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formation inGnimenl petite MN est exprimé par la formule 
dS = pdç; il est égal à Taire du petit rectangle MNN'M'; par 
suite, le travail extérieur accompli par le corps en passant de 
l'état A à l'état B est représenté par l'aire ABB'A'. Ce travail 
dépend non-seulement des étals extrêmes A et B, mais en- 
core de la suite des états intermédiaires, c'est-à-dire de la ma- 
nière dont la t insformation a eu lieu, ou de la forme de la 
courbe. 

Concevons r je le corps parle d'un état initial déterminé A 
pour arriver a un état quelconque M, défîni par les valeurs v 
et p des variaoles. Le travail extérieur S, dépendant de la suite 
des transformations, ne peut pas être considéré comme une 
fonction des deux variables v et p. Au contraire, il est évident 
que l'énergie intérieure U du corps dépend uniquement de 
son état actuel; c'est une fonction parfaitement déterminée 
de c et de p; la variation AU=:U — Uo qu'elle éprouve en 
passant de l'état initial A à un état quelconque M est aussi une 
fonction de c et de p. 

D'après l'équation fondamentale (n*' 35) 

• Q = A(AU + S), 

la quantité de chaleur Q étant la somme de deux quantités, 
dont l'une A AU est indépendante de la suite des transforma- 
tions et dont l'autre en dépend, en dépend également; ce 
n'est donc pas une fonction de v et p. 

Si l'on applique l'équation précédente à une transformation 
infmiment petite, et si l'on remplace rfS par pdv, on obient la 
relation 

(a) dQ = A{d[]-{-pdv). 

D'après ce que nous venons de dire, c/U est la différentielle 
totale d'une fonction de deux variables indépendantes, mais 
il n'en est pas de même de dQ. Cette relation (a), expression 
du premier principe fondamental dans les conditions où nous 
supposons le corps, est celle dont nous nous servirons le plus 
souvent dans la suite. 

39. Nous avons choisi dans ce qui précède les deux va- 
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riables indépendantes v et p pour définir Télal du corps. L'est 
une fonciion de ces deux variables; nous la représenteroos 
par U,^, indiquant les variables indépendantes par des indices, 
afin d'éviter loute confusion. Si Ton remplace </U par sa va- 
leur 

réquation {a) devient 

rfQ = A (^'î + p\ rf.. + A ^ dp, 
et si Ton pose, pour abréger, 

X et Y étant deux fondions de v et /?, elle se réduit à la forme 
simple 

(a.) dQ = \di^^Y(/p. 

Il existe une relation entre les deux fonctions X et Y. On a, 

en effet, 

c>X , cVU 

cp cv^p 



d'où l'on déduit 

Cette relation montre bien que le second membre de l'équa- 
tion (a,) n'est pas une différentielle exacte, car il faudrait pour 

> X ^ Y 
cela que l'on eût ^^^ — = V-» et par suite A = o. 

^ Op ^i' '^ 

40. Prenons maintenant t ei v pour variables indépen- 
dantes. U est une fonction de t ei v, p est aussi une fonciion 
des mêmes variables d'après la relation (^i (t, v, p)=zo. On a 
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alors 

a\j = -—- dt H- -T — dv, 

«l réqualion [a) devient 
Si l'on pose 

<? el / élanl deux fonctions de t et c, cette équation se réduit 
k )a forme 

(a,) dQ = cdt -h Idv. 

Les deux fonctions c et / ont une signification physique 

qu'il importe de remarquer; c est la chaleur spécifique du 

corps à volume constant, et / la chaleur latente de dilatation. 

En effet, si le volume est constant, dv=io, et l'équation se 

réduit à 

dÇi= cdt. 

Or, si l'on communique au corps une quantité de chaleur 
AQ, le volume restant constant, la température s'élève de A/; 

la chaleur spécifique a pour valeur la limite du rapport -r— 5 

elle est égale à c. Au contraire, si la température reste con- 
stante, l'équation se réduit à 

dÇ^ = ldv\ 

l est la limite du rapport -~^ de la quantité de chaleur reçue 

par le corps à l'accroissement de volume correspondant; c'est 
la chaleur latente de dilatation. Lorsque le corps se contracte 
parla chaleur, Ac est négatif, ainsi que /. 
Il existe aussi une relation entre les deux fonctions c et /. 
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On a, en effet, 









D/ ^ y\] ^Dp 


et, par suite, 




(a.) 


D/ De . D/> 

D^ Dt'"" D/ 



M. Prenons enfin t ei p comme variables indépendantes; 
U et f doivent être considérées comme des fonctions de t el 
de p. On a alors 

^t dp '^ 

, Df . ^V , 

ac = ~ a/ H- — ftp, 
el si l'on pose 

C et A étant deux fonctions de t el p, Téquation (a) se met 
sous une troisième forme 

(«3) dQ = Cdt-\-hdp. 

La fonction C est la chaleur spécifique sous pression con- 
stante ; car c'est la limite du rapport -r— > quand la pression ne 

change pas. 
Il existe aussi une relation entre C et A, car on a 

DA_ / D'U yy \ 

Df \D/?D^"^^D/>D//' 

DC_ / yy D^c^ D^\ 
Dp"~ \D^Dp "^'^D/D/^'^D^y' 



ÉTUDE DES PHÉNOMÈNES THERMIQUES. 4^ 

et, par suite, 

Les trois formes (a,), (a,), («,), sous lesquelles nous avons 
mis réquation fondamentale (a), correspondent aux trois 
couples de variables indépendantes f et p, ^ et v, t et p. Les 
trois relations (a,), (a,), («s) qui s'en déduisent, ont été trou- 
vées par M. Clausius. 

FONCTION d'iNTÉGRÀBILITÉ. 

42. Nous avons vu (n® 39) que, si Ton prend v ^i p pour 
variables indépendantes, Téquation fondamentale se met sous 
la forme 

(a,) d(i = \dv-^Ydp. 

Nous savons que le second membre n'est pas la différen- 
tielle exacte d'une fonction de eetde/?; mais on démontre 
en mathématiques qu'une expression de cette forme, multi- 
pliée par une certaine fonction, peut être rendue différentielle 
exacte ; je rappelle en quelques mots la démonstration de cette 
proposition. Considérons l'équation différentielle 

ILdv -hYdp ~o; 

les deux variables v ei p sont ici fonctions Tune de IVutre, et 
cette équation a une intégrale générale. Supposons-la trouvée 
et mise sous la forme 

fi étant une constante arbitraire. On en déduit 

F,d. + ¥',dp = o, ou % = -y; 

Celte valeur de -fi devant être égale à celle que fournit l'équa- 
tion différentielle, on a 
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Celle équalion doil êlre vérifiée idenliqueinent, c'esl-à-dire 
quelles que soienl les valeurs de p el de c; on a donc 

— p/ — / , 

1 élanl uno cerlainc fonciion de v el de p. On en âéduii 

f^ T^r Y -pi 

Si Ton divise, mainlenani par X les deux membres de Téqua- 
lion («,), celle équalion devienl 

rfO X , Y , 

ou 

Le second membre esl alors la différenlielle exacle de la 
fonciion ¥{v, p); désignons celle fonciion par |ui, il vienl alors 

X el /:x soni deux nouvelles fondions des variables indépen- 
danies v et p. Le raisonnemenl que nous venons de faire peut 
évidemmenl êlre répéié quelles que soienl les variables choi- 
sies; il esl indépendani du choix de ces variables. 

Ainsi : // existe une fonction X des deux variables indépen- 
dantes telle, que V expression -^ devient une différentielle 
exacte. 

43. II exisl^ même une infinité de fondions qui jouissent 
de celle propriélé. En effel, soil X, l'une d'elles, on aura 

^^cl^; I 

si l'on pose 



ÉTUDE DES PHÉNOMÈNES THERMIQUES. 4^ 

op (fx) étant une fonction arbitraire de [i, il vient 

dQ Xi rfjui dix 

le second membre est évidemment la différentielle exacte 
d'une certaine fonction ^(/x) qu'on obtiendra en posant 

dfx 



^W=f] 



Ainsi : Quand on connaît une fonction X des variables indé- 
pendantes qui rend l'expression -y- différentielle exacte , on 

obtient une nouvelle fonction qui jouit de la même propriété 
en multipliant la première par une fonction arbitraire de /x. 



APPLICATION AUX GAZ PARFAITS. 

hk. Un gaz parfait serait un gaz satisfaisant d'une manière 
rigoureuse aux lois expérimentales qui ne sont applicables 
aux gaz réels que d'une manière approchée. On ne connaît 
pas de gaz jouissant absolument de ces propriétés, mais les 
conséquences auxquelles on arrive en supposant les gaz par- 
faits, sont sensiblement vraies pour les gaz réels. 

Première loi expérimentale. Lois de Mariotte et de Gay-Lussac, 
— Ces deux lois, comme nous l'avons vu (n° 34), sont renfer- 
mées dans l'équation suivante 

pv z=: pQVft[\-\- <xt) 
OU 

(3) pv=i (x.p(iV^{a'{- t). 

Cette équation suppose que la température est mesurée par 
le thermomètre à air. Les constantes a et p© sont les mêmes 
pour tous les gaz; Co est une constante particulière à chaque 
gaz, c'est le volume spécifique du gaz à la température zéro 
et sous la pression ;?i,. En réalité la constante a n'est pas abso- 
lument la même pour tous les gaz; mais les différences sont 
faibles, elles indiquent l'existence d'une loi générale et de 
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I 



perturbations secondaires. Ainsi, les valeurs ûe a =: - sont 

Pour Fair 278,20 

Pour rhydrogène 273,13 

Pour Facide carbonique. 273,81 

45. Deuxième loi expérimentale. Loi de Joule, — De ses 
expériences sur la détente des gaz, M. Joule a conclu que 
V énergie intérieure d*un gaz dépend uniquement de sa tem- 
pérature et non de son volume. En admettant cette loi nous 
pourrons poser 

11 résulte de cette hypothèse plusieurs conséquences im- 
portantes. 

Première conséquence. — En se reportant à la valeur gé- 
nérale de la chaleur spécifique à volume constant (n** 40). on 
obtient dans le cas actuel 

/«^ A^U 

(8) '=-^-di' 

i 

Le second membre est une fonction de la température seule. 
Ainsi : La chaleur spécifique d'un gaz à volume constant dé- 
pend uniquement de la température de ce gaz. 

Deuxième conséquence. — On a de même, pour la chaleur 
spécifique sous pression constante (n® 41), 

r a/^U^ Tsv 
^ = ^\dï^PYt 

Pour les gaz, nous connaissons la relation (3) qui existe 
entre le volume, la température et la pression ; on en déduit 

i^ = -aVoP9{a-+- t), — = ^î 

P dt p 

et, par suite, 

(9) C = A^^ -hapovj: 

La chaleur spécifique d'un gaz sous pression constante est 
aussi une fonction de la température seule du gaz. 
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46. Troisième conséquence, — En retranchant c de C on 
Dtient la relation « 

o) C — c = kaptVt, 

Ainsi : L'excès de la chaleur spécifique sous pression con- 
ante sur la chaleur spécifique à volume constant est un 
ombre constant pour chaque gaz. 

On en déduit encore 

. C — c . 

eue équation signifie que la différence des chaleurs spéci- 
ques rapportées à, V unité de volume est une même constante 
car tous les gaz. 

On peut aussi se servir de celte formule pour déterminer 
équivalent mécanique de la chaleur. On a, en effet, 

La chaleur spécifique C sous pression constante est déler- 
ninée directement par l'expérience; la chaleur spécifique c à 
olume constant est donnée indirectement par la vitesse du 
on dans les gaz. Le second membre est donc connu eniière- 
nent. 

C'est de cette manière que le docteur Mayer a donné la 
''emière détermination approchée de l'équivalent mécanique 
? la chaleur. En appliquant à différents gaz les nombres qui 
'Oviennenl des expériences les plus précises, on obtient les 
Suliats suivants : 

Avec Tair E = 4*^6,0 

Avec l'oxygène. . E = 425>7 ' 

Avec l'azote E=:43*>^ 

Avec l'hydrogène. E =: 426 , 3 

Aujourd'hui, on se sert plutôt de l'équation précédente pour 
Iculer la valeur de c. 
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47. Quatrième conséquence, — Puisque— = o, Texpres- 

sion de la chaleur latente de dilatation / des gaz (n® 40) de- 
vient 

(i3) l — kp. 

La chaleur latente de dilatation est pioportionneiie à la 
pression. 

Enfin on a encore (n® 41) 
D'ailleurs, Téquation 

P 

donne 

*^^__ ap^v^ia -^ t) V 

il en résnlle la relation très-simple 

(i4) ii = -kv. 

48. Cinquième conséquence. — On peut, dans le cas des 
gaz parfaits, déterminer aisément la fonction d'intégrabilité %. 

Si Ton prend ^ et c pour variables indépendantes, on a 

dQ = cdt-h Idv, 
ou, en remplaçant / par sa valeur A/?, 

rfQ zi^c dt + kpdv. 

Remplaçons /i par sa valeur tirée de l'équation (3), il vient 

dv 
dQ = crf/H-Aapa('o(«H-0 — » 

d'où . 

dQ c j, L dv 

a H- / a-\-t ^ V » 

Le second membre est évidemment une différentielle exacte, 
car c est une fonction de t seulement (n** 45), et les variables 
sont séparées; c'est la différentielle d'une certaine fonction f* 
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de / el V, et Ton peut écrire 

= a fx, 

a-ht ^ 

Ainsi Tune des valeurs de la fonction X est 

(i5) X=ra-h/. 

Si Ton prend t et p pour variables indépendantes, on a 

' dQ = Cdt -h hdp, 

ou, d'après Téquation (i4), 

dQ = Cdt — Avdp. 
Remplaçons v par sa valeur tirée de l'équation (3), il vient 

dQ = Cdt — Aa/^ot'of^H- — » 

d'où 

rfQ C ,^ . dp 



a -h t a-h t '^ p 

Puisque C est une fonction de t seulement (n°45), le second 
membre est encore la différentielle exacte d'une certaine fonc- 
tion |ui de ^ et p. On retrouve pour X la même valeur a-h t 
que précédemment, et on arriverait encore au même résultat 
en prenant /> et v pour variables indépendantes. 

Ainsi, pour les gaz parfaits, il y a une valeur de la fonction 
). qui dépend de la température seulement. 

49. Troisième loi expérimentale. — Nous avons déduit de 
la loi de Joule que la chaleur spécifique sous pression con- 
stante C dépend uniquement de la température; l'expérience 
indique que cette chaleur spécifique G est indépendante de la 
température elle-même et que cest une constante pour chaque 
gaz. Admettons aussi cette loi. Puisque la différence C — , c est 
une constante pour chaque gaz, comme nous l'avons vu ( n** 46), 
il résulte de la loi précédente que la chaleur spécifique à vo- 
lume constant c est aussi une constante pour chaque gaz. 

50. Ceci va nous permettre de déterminer la forme de la 
fonction p.. En prenant t et (vpour variables indépendantes, 

4 
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nous avons trouvé 

dQ dt ,^ dv 

Comme c et C sont ici des constantes, l'intégrale générale da 
second membre est 

|ut = logB ( a -+- tyv^'-'', 
ou, en remplaçant a-\- t par sa valeur tirée de Téquation (3), 

i B r 

Comme la constante B est arbitraire, faisons r =i, il 

vient 

(i6) /x = logp^f^. 

Si Ton prend t ei p pour variables indépendantes, on a 

a-h t a-h t ^ ^ p 

L'intégrale générale du second membre est 

a = logB' ^p~-^ = log ; D« V^ , 

ou, en choisissant convenablement la constante B', 

On arriverait encore au même résultat en prenant v el p 
comme variables indépendantes. On a donc pour les gaz pai^ 
faits 

(17) -^^ = d\o^p^v^. 

Si un gaz subit des transformations quelconques sans ab- 
sorber ni dégager de chaleur à aucune phase de la transforma- 
tion, le premier membre [étant constamment nul, il en est de 
même du second, et le produit p*f^ reste constant; c'est la 
loi de Poisson. 

51 . Cherchons encore l'énergie intérieure d'un gaz . On a ( n*»45) 

'='^-dt' 
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OU 



dli 1 _ 

Comme c est une constante, on en déduit 

U = Uo-+-Ec{/— ^), 

U» étant la valeur de U à la température /«. Ainsi la varia- 
tion de V énergie intérieure \] d*un gaz est proportionnelle à 
la variation de la température comptée sur le thermomètre 
à air. Par suite, l'énergie intérieure pourra servir à mesurer la 
température. 

52. Quatrième loi expérimentale. — - L'expérience apprend 

C 

encore que le rapport -^ c'est-à-dire la chaleur spécifique d'un 

gaz sous pression constante, ramenée à V unité de volume, est 
une même constante pour tous les gaz. 

Mais nous avons vu déjà (n° 46) que le rapport 



t'a 



a une 



même valeur pour tous les gaz; il en résulte que le rapport 
-» c'est-à-dire la chaleur spécifique à volume constant, ra- 
menée à Vunité de volume, est aussi une même constante 
pour tous les gaz. 

On détermine directement par l'expérience C et n (le poids 

spécifique du gaz est - )*, il est aisé de vérifier que le rapport 

C ''' 

- est constant; la formule (lo) permet de calculer ensuite la 

chaleur spécifique c à volume constant. On obtient ainsi pour 
l'bjfdrogène et l'air atmosphérique les nombres suivants : 





1 


C. 


G — c=AapoCo- 


c = C— A«po ^9' 


c^ 

Vu 
0,307 

o,3o5 


c 

o,ai8 
o,ai6 


Air 

Hydrogène. 


i,393i8 
0,08967 


0,23751 
3,40900 


0,0489 
0;994 


0,1686 
2,4i5 



4. 
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53. Pour calculer toutes les quantités qui interviennent dans 
les transformations des gaz, nous avons admis: i"* réquation(3) 
qui renferme la loi de Marîotte et celle de Gay-Lussac (n° kk); 
2° la loi de Joule (n»45); 3° que la chaleur spécifique d*un 
gaz sous pression constante est indépendante de la température 
(n** 49); 4° enfin, que la chaleur spécifique sous pression 
constante rapportée à l'unité de volume est une même con- 
stante pour tous les gaz (n"" 52). 

Les deux dernières lois ont été vérifiées par les expériences 
de M. Regnault. Les lois de Mariotte et de Gay-Lussac ont été 
établies depuis longtemps, et M. Regnault a déterminé d'une 
manière très-précise l'approximation avec laquelle on peut 
appliquer ces deux lois aux gaz les plus importants, tels que 
l'air, l'azote, l'hydrogène, l'acide carbonique. 

54. Quant à la deuxième loi que l'énergie intérieure d'un 
gaz dépend de la température seule, elle résulte de certaines 
conceptions théoriques sur la constitution des gaz, dont nous 
parlerons plus tard; mais il est bon de dire quelques mo.ts des 
vérifications expérimentales qui en ont été faites. 

Gay-Lussac avait déjà montré que si l'on met en communica- 
tion un ballon plein de gaz avec un autre ballon vide de même 
capacité, il se produit dans le premier un abaissement de tempé- 
rature et dans le second une élévation de température égale; 
mais les différences de pression étaient trop faibles pour que les 
variationsde température pussent être évaluées avec précision. 

M. Joule a repris cette expérience en choisissant des condi- 
tions plus avantageuses. Dans une de ses expériences, M. Joule 
emploie deux récipients métalliques égaux, réunis à la partie 
inférieure par un tube à robinet et plongés dans un même ca- 
lorimètre à eau. L'un des vases A contenait 120 grammes d'air 
sec à la pression de 22 atmosphères, l'autre vase B est vide, 
ou du moins renfermait de l'air à une pression de un millième 
d'atmosphère. Quand on ouvre le robinet, le gaz se répartit 
également dans les deux récipients, le volume est doublé, la 
pression devient moitié moindre et le calorimètre n'accuse 
aucune variation de température. 
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L'air contenu dans le vase A avant le mélange esl à une tem- 
pérature t et il possède une certaine énergie intérieure. Le . 
'^Yase B étant vide, le gaz double de volume, sans effectuer au- 
<2un travail extérieur; d'ailleurs le calorimètre n'indiquant 
«ucune variation de température, la transformation s'est opérée 
sans absorption ni dégagement de chaleur. Si dans l'équation 
générale 

(5) EQ = AU-4-S, 

oh fait S = G et Q == o, il vient AU = o. Ainsi, l'énergie inté- 
rieure du gaz est restée constante pendant la transformation; 
elle est donc indépendante du volume et fonction de la tem- 
pérature seule. 

Dans une autre expérience, M. Joule a séparé les deux vases 
ei les a placés dans deux calorimètres différents, en ayant soin 
d'entourer d'un manchon le tube de communication, afin d'é- 
viter autant que possible les pertes de chaleur qui pourraient 
avoir lieu par ce tube. L'un des vases A renferme encore un 
gaz à la pression de 22 atmosphères, l'autre B étant vide à 
peu près. Quand on établit la communication, le calorimètre 
qui renfermait le gaz comprimé se refroidit, l'autre s'échauffe, 
mais il y a compensation exacte entre la chaleur absorbée 
d'un côté et la chaleur dégagée de l'autre. Le gaz comprimé 
prend pendant la détente une vitesse très-sensible qui donne 
lieu à une disparition d'énergie calorifique transformée en 
énergie sensible. Quand le gaz arrive dans le vase B, son 
mouvement de translation se transforme en mouvement vi- 
bratoire par les chocs contre les parois, l'énergie sensible dis- 
paraît et reproduit de l'énergie calorifique. Mais nous aurons 
l'occasion plus tard d'étudier ce phénomène. 

Cette dernière expérience de M. Joule a été vérifiée par 
M. Regnault dans des circonstances très-variées. 
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55. Dans Télude des transformations d'un corps homogène, 
sans mouvement sensible et soumis à une pression uniforme, 
nous ne nous sommes servi jusqu'à présent que du principe 
de l'équivalence, qui n'est qu'une conséquence de l'hypothèse 
fondamentale sur la nature de la chaleur et du théorème des 
forces vives. Nous en avons déduit (35) pour une transfor- 
mation quelconque AB l'équation 

(I) EQ = AU-+-S. 

Nous avons vu aussi (n" 42) qu'on a pour une transformation 
infiniment petite MN l'équation 

rfQ , 



(2) 



^ 



dans laquelle lei [jl sont des fonctions des variables indépen- 
dantes. 

Fig. 5. 




Quand le corps passe de l'état A à l'état B, que nous carac- 
tériserons par les indices i et 2» la quantité de chaleur qu'il a 
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absorbée ou dégagée est, d'après Téquation (2), 



Q 



= I TidiJi, 



Comme nous l'avons remarqué au n" 38, cette intégrale ne 
dépend pas seulement de l'état initial et de l'état final du corps, 
mais aussi de la suite des transformations, ou de la courbe 
suivie pour aller de A en B. 
On a aussi 



I. 



Le second membre de celte équation ne dépend (jue de 

l'état initial et de l'état final, et nullement de la suite des 

transformations ou du chemin suivi AMB; le premier membre 

est donc aussi indépendant de la suite des transformations. 

En particulier, si le corps revient à son état primitif, 

puisque fX3= /^ly on a 

dQ 



f 



o. 



Nous allons maintenant établir le second principe fonda* 
mental de la thermodynamique; nous commencerons par quel- 
ques considérations préliminaires. 

TRANSFORMATIONS REVERSIRLES. 

56. Quand un corps éprouve des transformations quel- 
conques, accompagnées de phénomènes calorifiques, il arrive 
quelquefois que les changements inverses peuvent avoir lieu 
précisément dans les mêmes circonstances; on dit alors que 
la transformation est réversible. Au contraire, la transformation 
est dite non réversible, si les circonstances sont telles qu'en 
les reproduisant dans l'ordre inverse on ne puisse pas faire 
repasser le corps par les mêmes états. 

Imaginons, par exemple, qu'un corps extérieur indéfini K, 
parfaitement conducteur, soit constamment en communication 
avec le corps dont nous suivons les transformations, et lui 
fournisse ou lui enlève de la chaleur de façon que les deux 
corps soient toujours à la même température; la transforma- 
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lion sera évidemment réversible. Si le corps a été de Félal A 
à rélal B en suivant un certain chemin AMB, il pourra revenir 
de rélat B à l'état A par le même chemin BMA en sens in- 
verse. S'il absorbait dans une phase MN de la transformation 
directe une certaine quantité de chaleur, il en dégagera une 
quantité égale dans la phase correspondante NM de la trans- 
formation inverse. Si le travail extérieur MNN'M' était positif 
dans le premier cas, il sera négatif dans le second cas, et le 
même en valeur absolue. 

Pour que la transformation soit réversible, il est nécessaire 
que le corps extérieur K soit toujours à la même température 
que le corps dont on suit les transformations; car si le corps 
extérieur K était à une température plus élevée que l'autre, 
il pourrait bien lui céder la chaleur nécessaire pour accomplir 
la phase MN de la transformation directe, mais il ne pourrait 
pas recevoir la chaleur que le corps doit dégager dans la phase 
inverse NM, et la transformation inverse serait impossible. 

Il est une seconde condition à remplir pour qu'une trans- 
formation soit réversible. Nous avons appelé p la pression qui 
correspond au volume spécifique v et à la température t dans 
l'état d'équilibre. Pour que la transformation soit réversible, 
il est nécessaire que la pression extérieure, que nous désigne- 
rons par/?', soit constamment égale à/?. Si la pression exté- 
rieure/?' était moindre que p, le corps pourrait bien se dilater; 
mais la transformation inverse serait impossible. Au contraire, 
si la pression extérieure p' était plus grande que p, le corps 
pourrait se contracter, mais la transformation inverse serait 
impossible. 

Dans ce qui 'suivra, nous supposerons toujours ces deux 
conditions remplies, c'est-à-dire les transformations réver- 
sibles. 

DES LIGNES DE TRANSFORMATION. 

57. Parmi les diverses lignes de transformation, il en est 
quelques-unes dont nous ferons fréquemment usage et qu'il 
est bon de distinguer par des noms particuliers. 

1° Un corps peut éprouver une suite de transformations sans 
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absorber ni dégager de chaleur à aucun moment; la ligne qui 
représente cette suite de transformations a été appelée ligne 
de nulle transmission par Verdet, et ligne adiabatique par 
M. Rankine. 

2® Si le corps reçoit ou perd de la chaleur, de manière que 
sa température reste constante, la ligne qui représente la suite 
des transformations est dite ligne isotherme. 

3® Enfin on appelle ligne d'égale énergie une ligne de trans* 
formation telle que le corps conserve constamment la même 
énergie intérieure. 

Quand on connaît la loi de transformation d'un corps, on 
peut obtenir facilement les équations de ces différentes lignes. 
Prenons /i et v comme variables indépendantes; toutes les au- 
tres grandeurs qui dépendent de Tétat du corps sont des fonc- 
tions de ces deux variables, et Ton a 

Si Ton regarde t comme une constante dans la première 
équation, cette équation représentera une ligne isotherme; 
c'est donc Téquation générale des lignes isothermes. De même, 
la seconde, dans laquelle on regarde U comme une constante, 
est réquation générale des lignes d'égale énergie, et la troi- 
sième, dans laquelle on regarde {l comme une constante, est 
réquation générale des lignes adiabatiqucs. 

58. Supposons, par exemple, qu'un corps passe de l'état 

Fig. 6. 




A(vif Pi) ^ l'état B{Vi,p,) en suivant la ligne de transforma- 
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tion AB. MenoDs par le point A la ligne d'égale énergie U, et 
par le point B la ligne adiabatique fit; ces deux lignes se cou- 
pent au point C. L'équation fondamentale 

(i) EQ=iAUh-S 

devient ici 

EQ z= U, - U. -f- S. 

Le travail extérieur S accompli par le corps est représenté 
par l'aire du trapèze curviligne ABB'A'. Je dis que la variation 
d'énergie intérieure U,— U, est représentée par l'aire du tra- 
pèze BCC'B'. Supposons, en effet, que le corps aille de l'étatB 
à l'état C en suivant la ligne adiabatique fXs; comme la chaleur 
gagnée par le corps est nulle, et que l'énergie intérieure estla 
même au point C qu'au point A, on aura, en appelant S' le 
travail extérieur accompli par cette transformation, 

U.-U,-h-S' = o, 
ou 

U,-Uî = S'. 

L'énergie intérieure diminue et se transforme en travail, et 
ce travail S' est reprcsenié par l'aire du trapèze curviligne 
BCC'B'. La quantité de chaleur Q communiquée au corps pen- 
dant la transformation AB est figurée en unités mécaniques 
par la somme des deux aires ABB'A'-+- BCC'B'. 

59. Ces différentes lignes sont faciles à déterminer lorsque 
le corps est un gaz parfait. 

On voit d'abord qu'elles se réduisent à deux espèces seule- 
ment; car l'énergie d'un gaz sans mouvement sensible (n°45) 
ne dépendant que de la température, dans toute transforma- 
tion oii la température restera constante, l'énergie intérieure 
restera aussi constante; pour un gaz parfait, les lignes iso- 
thermes et les lignes d'égale énergie sont donc identiques. 

Chaque ligne isotherme est une hyperbole équilatère don- 
née par l'équation 

^t; = a /?o t'» ( « -+- > 

dans laquelle on considère t comme une constante. 



Nous avons irouTé ( nr kB) 

En considéraDt fi comme une constante. Téquation des lignes 
adiabaliques sera donc 



LX«r — 



Ce sont aussi des courbes de forme hjrperbolique, asymp- 
totes aux deux axes des coordonnées ov et op: la constante C 
étant plus grande que c» l'ordoonée p décroît plus rapidement 
que celle de l'hyperbole équilatère, quand c augmente. 
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60. On appelle cjrcle une suite de transformations telles que 
le corps revienne à son état primitif. Parmi tous les cycles 
imaginables, il en est un qui joue un rôle important dans cette 
théorie ; il est formé de deux lignes isothermes et de deux 
lignes adiabatiques : on l'appelle cycle de Oirnot. 

Considérons deux lignes isothermes DC et AB, correspon- 
dant, la première à la température /i, la seconde à une tem- 
pérature plus élevée /a, et deux lignes adiabatiques AD et BC 
correspondant aux valeurs u, et /x,. Si le corps part de Té- 
tât A et y revient après avoir éprouvé les transformations 

Fig. 7. 

p 




successives AB, BC, CD, DA, il aura suivi un cycle de Carnot. 
Pour que cette transformation soit possible, il faut concevoir 
^Jeux corps étrangers indéfinis parfaitement conducteurs, 
l*un Ksà la température tt, l'autre K, à la température /i, avec 
'^squels le corps considéré sera mis allernaiivement en corn- 
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munication. Supposons le cycle parcouru dans le sens ABCDA, 
que nous appellerons direct. 

i"* Pendant la transformation AB, le corps est à la tempéra- 
ture constante ^; il reçoit du corps extérieur K, une certaine 
quantité de chaleur Q,; cette chaleur produit une variation 
d'énergie intérieure et un travail extérieur positif figuré par 
l'aire du trapèze ABB'A'. 

2^ Pendant la transformation BC suivant une ligne adiaba- 
tique, le corps n'a aucune communication calorifique avec 
l'extérieur, il ne reçoit ni ne perd de la chaleur, l'énergie in- 
térieure diminue et se transforme en un travail extérieur po- 
sitif BCC'B'. 

£n allant de l'état A à l'état C le corps a donc effectué un 
travail extérieur fîguré par l'aire ABCC'A'. 

3" Pendant la transformation CD à la température con- 
stante /„ le travail extérieur est négatif. La pression extérieure 
fournit au corps une certaine quantité de travail CDD'C; ce 
travail produit une variation d'énergie intérieure, et le déga- 
gement d'une certaine quantité de chaleur Q,, qui se porte sur 
le corps extérieur K, en contact avec le corps considéré, et à 
la même température que lui. 

4° Enfin le long de la ligne adiabatique BA, toute commu- 
nication de chaleur est de nouveau supprimée; le travail exté- 
rieur reçu DAA'D' augmente l'énergie intérieure du corps et 
ramène le corps à l'état primitif A. 

Le corps, dont nous avons considéré les transformations, est 
une véritable machine fonctionnant suivant le cycle de Car- 
not. Elle est alternativement en communication avec le corps 
extérieur Kj, auquel elle enlève une certaine quantité de cha- 
leur Q2 à la température constante tt, et avec le corps extérieur 
Kl, auquel elle cède une quantité de chaleur Qi à la tempéra- 
ture constante ti. 

Après chaque cycle, l'énergie intérieure U reprenant sa va- 
leur primitive, on a AU = o et l'équation fondamentale 

(i) EQ = AU-+-S 

se réduit à 

EQ=:S. 
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La quantité de chaleur Q=:Q, — Q, gagnée par la machine 
est changée en une quantité équivalentes de travail extérieur; 
cette quantité de travail S est la différence entre le travail 
ABCC'A' produit par la machine et le travail reçu CDA A' C; elle 
est figurée par Taire du cycle ABCD. 

61. Il est clair qu'une pareille machine est reversihle. Sup- 
posons qu'elle fonctionne en sens inverse en partant de 
rétal D. 

Suivant la ligne isotherme DC, la machine prend au corps ex- 
térieur Kl une quantité de chaleur qui est précisément égale 
àQ, , elle éprouve une variation d'énergie intérieure et pro- 
duit un travail extérieur figuré par Taire DCC'D'. Suivant la 
ligne adiabatique CB, elle reçoit un travail extérieur CBB'C 
qui produit un accroissement d'énergie intérieure. Suivant la 
ligne isotherme BA, la machine éprouve une variation d'éner- 
gie intérieure, reçoit un travail extérieur BAA'B' et cède au 
corps extérieur K, la quantité de chaleur Q,. Enfin, suivant'la 
ligne adiabatique AD, il y a une diminution d'énergie inté- 
rieure qui produit le travail extérieur ADD'A'. 

Dans ce jeu inverse, la machine prend à la source inférieure 
K, une quantité de chaleur Q, et verse sur la source supérieure 
K, une quantité de chaleur plus grande Q2; il y a création 
d'une quantité de chaleur Q,— Q,. En même temps la machine 
a reçu une quantité de travail extérieur CBAA'C plus grande 
que celui ADCC'A' qu'elle a accompli; la différence S est fi- 
gurée par Taire du cycle ABCD. Cette quantité S de travail 
absorbée par la machine est transformée en une quantilé équi- 
valente de chaleur, et Ton a l'équation 

S==E(Q,-Q.). 

Ainsi, dans le jeu direct, la quantité de chaleur Q,— Q, est 
transformée en une quantité équivalente S de travail extérieur 
accompli par la machine; c'est une machine motrice. Dans le 
jeu inverse, il y a eu au contraire transformation d'une quan- 
tité S de travail extérieur en une quantité équivalente Q2 — Qi 
de chaleur; on a alors une machine créant de la chaleur par 
le travail. 
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LOI EXPÉRIHRNTÀLE DE CLAU81U8. 

62. Lorsque deux corps parraitement conducteurs K2 et K„ 
le premier à une température /s» le second à une température 
inférieure ^,, sont en communication directe d'une manière 
quelconque, soit par rayonnement, soit par conductibilité» la 
chaleur passe du corps K2 au corps K,, et, si Ton suppose ces 
deux corps infiniment grands de manière que leurs tempéra- 
tures ne changent pas sensiblement, le passage de la chaleur 
a lieu indéfiniment dans le même sens et d'une manière uni- 
forme. Supposons maintenant que ces deux corps conducteurs 
soient mis en relation, non plus directement, mais par ^inte^ 
médiaire d'une machine fonctionnant suivant le cycle de Carnet, 
M. Clausius admet que, quelle que soit la combinaison adop- 
tée, il est impossible de transporter de la chaleur du corps le 
plus froid K, sur le corps le plus chaud K2 sans une dépense 
de travail. 

Cette loi n'est pas absolument évidente, mais on l'admet 
comme une généralisation de la manière dont s'effectue le 
passage de la clialeur entre deux corps mis en communication 
directe l'un avec l'autre. 

THÉORÈME DE CARNOT. 

63. Ce théorème consiste en ce que, pour tous les corps fonc- 
tionnant suivant des cycles de Carnot entre les mêmes limites 
de température f le rapport de la quantité de chaleur puisée 
à la source supérieure à la quantité de chaleur transformée en 
travail est constant. 

Concevons différents corps fonctionnant dans le sens direct 
suivant des cycles de Carnot, formés de lignes adiabatiques 
quelconques et de lignes isothermes correspondant aux 
mêmes températures t^ et ^1; ces lignes isothermes ne sont 
pas pour cela identiques, puisque leur forme dépend de la 
nature des corps. Si Ton appelle Qj, Q^, Q'i,. . . les quantités 
de chaleur que ces différents corps empruntent à la source 
supérieure K,, Q,, Q',, Q",,. . . les quantités de chaleur qu'ils 
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cèdent à la source inférieure K,, le théorème de Carnot si- 
gniûe que les rapports 

Q» _ <y, _ (K _ 

sont égaux. 

Nous pouvons nous borner à considérer deux corps ; il s'a- 
git de démontrer que Ton a 

Nous allons faire voir que si ces deux rapports n'étaient pas 
égaux, on serait conduit à une conséquence en contradiction 
avec la loi expérimentale de M. Clausius. 

Supposons le premier rapport commensurable et égal au 
rapport de deux nombres entiers m et n, 

et admettons que le deuxième rapport r— diffère du premier, 
soit par exemple plus petit. On aurait 

ou 

(4) mQ', — /iQ,>o. 

Appelons A et B les deux corps considérés, fonctionnant, le 
premier suivant le cycle (A), le second suivant le cycle (B). 
Formons avec ces deux corps une machine complexe dans 
laquelle le corps A parcoure n fois le cycle ( A ) dans le sens di- 
rect, pendant que le second (B) parcoure m fois le cycle (B) 
dans le sens inverse. 

Évaluons d'abord le travail extérieur accompli parla machine 
pendant cette période de fonctionnement. A chaque cycle, le 
corps A transforme la quantité 0^— Qi de chaleur en travail; 
pendant toute la période, il a donc effectué le travail 

/iE{Q,-Q.). 
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Le corps B produit à chaque cycle la quantité de chaleur 
(y, — Q*, ; il absorbe donc pendant la même période une quan- 
tité de travail égale à 

mE(Q',-Q'.). 

11 en résulte que le travail total accompli par la machine 

est 

nE(Q,-Q.)-mE(Q;-Q'.), 

quantité nulle d'après la relation (3). La machine ne dépense 
donc ni ne produit aucun travail extérieur. 

Évaluons niaintenant les échanges de chaleur. Le corps A, 
fonctionnant dans le sens direct, enlève à la source supérieure 
Ks, pendant la période considérée, la quantité de chaleur /tQa et 
porte sur la source inférieure une quantité de chaleur iiQi. 
Le corps B, fonctionnant en sens inverse, enlève à la source Ki 
une quantité de chaleur mQ\, et porte sur la source K, une 
quantité de chaleur mQ\. La source supérieure a donc reçu la 
quantité de chaleur 

mQ'^ — nQu 

et la source inférieure a perdu la quantité 

mQ\ — nQ,. 

Ces deux quantités de chaleur sont égales d'après l'équa- 
tion (3), et elles sont positives d'après la relation (4). Ainsi 
la machine transporterait une quantité de chaleur mQ\ — nQt 
de la source inférieure à la source supérieure sans aucune 
dépense de travail, ce qui est contraire à la loi expérimentale 
de M. Clausius. 

On démontrerait de même que le second rapport ne peut 
être plus grand que le premier; ces deux rapports sont donc 
égaux, et l'on a 

64. Corollaire. — Des rapports égaux . =z ^^ -> 
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on déduit 

(6) 5i = Ql. 

Ainsi, pour tous les corps fonctionnant salivant des cycles de 

Carnot, entre les mêmes limites de lempératurCy le rapport ^r 

de la quantité de chaleur puisée à la source supérieure à la 
quantité de chale,ur cédée à la source inférieure est constant. 

Ce rapport est le même pour tous les corps; il est indé- 
pendant des lignes adiabatiques iii et ^i^ qui forment le cycle ; 
il dépend uniquement des températures extrêmes t^ et ti. Nous 
allons nous servir de cette propriété pour déterminer la forme 
des fonctions X que nous avons considérées déjà et qui rendent 
l'équation fondamentale intégrable. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION d'iNTÊGRABILITÉ. 
TEMPÉRATURE ABSOLUE. 

65. Supposons qu'une machine fonctionne suivant le cycle 
de Carnot ABCD, formé par deux lignes isothermes ti et /,, 
et deux lignes adiabatiques infiniment voisines. Il suffira de 
poser p, = p, iJLiZ= ^-^ diJL. Pour toute transformation infini- 
ment petite n° (4-1), on sait que Ton a 

dQ = 'kdii, 

l étant une fonction des variables indépendantes. 
Appelons h la valeur de cette fonction au point D et X» la 

Fig. 8. 




valeur de la même fonction au point A. On a donc, pour la 

5 
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transformation DC^ 

Qi = \ dix, 

et, pour la transformation AB, 

Qi = h diJL. 

La valeur de dii est la même pour ces deux transformations, 
puisqu'elles ont lieu entre les deux mêmes lignes adiabatiques 
p et /jH- d^i. On en déduit 

Mais nous venons de voir que le rapport ^ est indépendant 

des lignes adiabatiques iii et fx^, c'est-à-dire dans le cas actuel 
de [i et d^i, et le même pour tous les corps; donc le rapport 

r- des valeurs de "k aux points coi^espondants A et D de deux 

^1 . . -^ **• 

lignes isothermes /i et /, (nous appelons points correspon- 
dants les points situés sur une même ligne adiabatique ^i) est 
indépendant de [i, et pour tous les corps c'est une même fonc- 
tion de ti et /j. 

66. 11 en résulte que la fonction X est égale à une même 
fonction /{^) de la température pour tous les corps, multipliée 
par une fonction de jjl particulière et arbitraire pour chaque 
corps,c'est-à-dire que Ton a 

(7) >=/(OXcp(fx). 

On peut vérifier d'abord que cette condition est suffisante; 
car si elle est remplie, on a 

X.=:/(/.)X(p(fx), 

^.=/(^)X9(fx); 



d'où 






Le rapport ^ est alors pour tous les corps une même foné- 
tion des températures U et tx. 
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Je dis maintenant que cette forme de la fonction A est une 
«séquence nécessaire du théorème de Carnot. En effet, si le 

pport :r^ dépend uniquement des températures ^ et /|, il en est 

; même du rapport -^ — ^î qui est égal à r^ — i, et aussi du 
pport 

^1 
naginons que les deux lignes isothermes tt et t, soient in- 
aiment voisines Tune de l'autre; il suffit pour cela de poser 
= /,/,= ^ H- dt. Nous pouvons prendre t ei ^jl comme va- 
hbles indépendantes, c'est-à-dire déterminer chaque point ou 
■fc(iue étal du corps par l'intersection d'une ligne isotherme t 
• d'une ligne adiabatique fx. La quantité 1 est alors une fonc- 

onde ^ et fji ; la limite du rapport -^ -' est la dérivée partielle 

r de cette fonction par rapport à t, en supposant p constante. 
Ra ainsi 

,. t, — t, Yt 

vertu de ce qui précède, ce rapport est pour tous les 
'ps une même fonction 4^ (') de la température; on peut 
ïc écrire 

n 

;)/ D logX ■ 

intégrant par rapport à la variable ty et remarquant que 
-onstante introduite par l'intégration est une fonction ar- 
*aire de l'autre variable fx, on a 



log> = i ^(t)dt-^\og(f{[x), 



l*on pose 

5. 
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il vient 

>=/(09(p), 

La fonciion 4» (0 étant la môme pour tous les corps, il en est 
de même de la fonction /(/). Ainsi la forme que nous avons 
attribuée à la fonction X est une conséquence du théorème de 
Carnot. 
Comme la fonction cp ([i) est arbitraire, on peut prendre 

(p(^)=:i, 

ce qui donne 

Ainsi, parmi les fonctions d'intégrabiiité, il y en a une, 
fonciion de la température seule, et la même pour tous les 
corps. 

67. Il est naturel de se servir de cette fonction X pour con- 
struire une échelle des températures que nous appellerons 
échelle des températures absolues. Si Ton désigne par T la 
température absolue, ceci revient à poser T = X. 

Celte échelle est connue; nous avons trouvé pour les gaz 
parfaits (n° W) X = « h- /, ^ étant la température marquée par 
le thermomètre à air, et la constante a ayant une valeur égale 
à 273; cette fonction 1 delà température seule, étant la même 
pour tous les corps, on a, d'une manière générale, X = a + /, 
et par suite 

(8) T = a-{-t. 

* 

Ainsi réchelle des températures absolues coïncide avec 
celle du thermomètre à air; il suffit de supposer le zéro ab- 
solu placé à 273 degrés au-dessous du zéro ordinaire. 

L'existence d'une fonciion d'inlégrabiliié X, la même pour 
tous les corps et qui nous a servi à définir la température ab- 
solue, constitue le second principe fondamental de la théorie 
mécanique de la chaleur; il se traduit par l'équation 
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OÙ II est une fonction déterminée des deux variables indépen- 
dantes, et particulière à chaque espèce de corps. 

68. Pour une transformation finie quelconque, on a 

(9) J "T- = f^>-7P'» 

u, et /x, étant les valeurs de la fonction p au commencement 
et à la fin. Si la transformation s'accomplit suivant une ligne 
isotherme, T étant constant, Téquaiion précédente devient 

(10) ^=:|:x,— ^,. 

On en conclut que la quantité de chaleur nécessaire pour 
opérer une transformation suivant une ligne isotherme quel- 
conque y entre deux lignes adiabatiques données^ est propor-- 
iionnelle à la température absolue, 

Fig. 9. 




Le cycle de Carnot (n**60) est formé de deux lignes iso- 
thermes AB et DC comprises entre deux lignes adiabatiques 
AD et BC. On a donc, en vertu de la relation (lo), 

Q. Q. 

ou 

Q,-Q. T,~T. 



(12) 



Telle est, dans l'expression du théorème de Carnot (n°63). 
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la valeur du rapport de la quaniité de chaleur transformée en 
travail à la quantité de chaleur puisée à la source supérieure. 

69. Le second principe fondamental {b) est une consé- 
quence immédiate du théorème de Carnot, que nous avons 
établi à Taide d'une loi expérimentale de M. Clausius^ exten- 
sion des lois ordinaires relatives à Téquilibre de la tempéra- 
ture et à la communication de la chaleur. On comprendra bien 
toute l'importance du théorème de Carnot et l'immense service 
qu'il a rendu à la science, si l'on se rappelle que l'on ne con- 
naît pas pour les corps quelconques les conditions méca- 
niques de l'équilibre de la température. 11 semblait donc que 
la notion d'égalité de température dût rester une notion pure- 
ment empirique et que la théorie de la chaleur fût arrêtée dès 
ses premiers pas. Heureusement le théorème de Carnot a 
permis de tourner la difOcuité, en établissant une relation 
générale (b) entre la quantité de chaleur et la température. 

70. La même difiiculté n'existe pas pour les gaz parfaits. A 
l'aide de leurs propriétés connues, nous avons démontré di- 
rectement l'existence d'une fonction d'intégrabilité commune 
à tous les gaz et dépendant de la température seule; cette 
fonction est 'k=:a-h t=:T ( nous posons ici pouf abréger 

T=za-ht). On en déduit -^ = rfp. La relation ^ = ^ 

1 11 11 

(n*»68), et par conséquent le théorème de Carnot, est une 
conséquence de cette propriété. 

Nous avons démontré d'une manière générale (n° 66), 
et sans avoir recours à aucune propriété particulière, l'exis- 
tence d'une fonction d'intégrabilité commune à tous les corps 
et ne dépendant que de la température. Si l'on fait usage des 
propriétés des gaz parfaits, on peut simplifier un peu la dé- 
monstration. Considérons un corps quelconque et un gaz 
fonctionn'ant suivant des cycles de Carnot entre les mêmes 
limites de température T, et T, ; on a, d'après le théorème 
de Carnot {n'Qk), 
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les quantités de chaleur Q, et Qi se rapportant au corps consi- 
déré, les quantités Q', et Q', au gaz. Mais, d'après les proprié- 

T 

tés des gaz, ce dernier rapport est connu et égal à =^; on a 

•Il 

Oa Ta 

donc -PT =^7fr' Nous avons vu (n° 65) que, si Ton suppose le 

Ui Al 

cycle compris entre deux lignes adiabatiques inOniment voi- 
sines fjLel [i -h dfi, la limite du rapport ^ est égale à r^*, on a 

donc Y = 1^5 ou =?• = 7=^» On en conclut que le rapport ;p' 

conserve une valeur constante le long d'une ligne adiabatique 
DA; c'est donc une fonction de /jl, indépendante de T, et Ton 
a X=: T9(u). Mais on sait (n° 43) que quand on a trouvé une 
fonction d'intégrabilité, on en obtient une autre en multipliant 
ou divisant la première par une fonction arbitraire de /ui; si 
Ton divise la précédente par 9(fx), on a X = T. 

EQUATIONS DE WILLIAM THOMSON. 

71. M.William Thomson a déduit du second principe fon- 
damental 

plusieurs relations importantes. 
Quand on prend (^ et p pour variables indépendantes, on a 

et, par suite, 

, rfQ X , Y , 
dix=i-Y = jdv-\-Ydp. 

Le second membre étant une différentielle exacte, on doit 
avoir 
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OU 

op Dp ov ov 

^p ^v \^p De/ 

A l'aide de Téquation («i) de M. Clausius (n** 39), celle équa- 
tion se simplifie ei devient 

^ ôp ^V 

72. Prenons maintenant ï et (^ pour variables indépen- 
dantes. On a alors 

dQ = cdt-^ ldi^=cdT -hldv, 
ou 

-^ = j ^^ "^ T 

Cette expression étant une différentielle exacte, on a de 
même 

ou 

T^-T — -/ 



/ = T 






En vertu de la seconde équation («a) de M. Clausius (n*» W), 
cette équation se réduit à 

73. Prenons enfin t ei p comme variables indépendantes. 

On a 

dQ = CdT-hhdp, 

ou 

"Y" = jCl -h 7^ dp. 
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ce qui donne Téquation de condition 

ou 

La troisième équation (as) de M. Clausius (n"* 41) ramène 
cette équation à la forme simple 

74. L'équation (p,) est une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre à laquelle doit satisfaire la fonction T des 
deux variables indépendantes (^ et p. Dans Téquation (^2) p est 
regardée comme une fonction deT et v, et dans l'équation (j3«) 
V comme une fonction de T et p. Mais on peut transformer 
ces deur dernières équations en des équations aux dérivées 
partielles, auxquelles doivent satisfaire la même fonction Tdes 
deux variables indépendantes v et p. 

Représentons, en effet, par 

la relation inconnue qui existe entre la température, le volume 
spécifique et la pression. Si Ton y regarde v comme une con- 
stante, les deux quantités variables T et j» seront fondions 
l'une de l'autre, et il est évident que les deux dérivées 

^ï r~ que l'on obtient en considérant, soit p comme une 
cp 01 ' 

fonction de T, soit T comme une fonction de /?, ont un pro- 
duit égal à l'unité. L'équation ((Sa) peut donc êlre remplacée 
par la suivante 

dp 



74 
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De même, si Ton regarde p comme constante, les deux 
quantités T et (^ seront fonctions Tune de Tauire, et les deux 

dérivées rrp- y"^""*^"^^ ^^ produit égal à Tunité; l'équation 
(Pa) deviendra 



m 



/.^ = -AT. 



Il résulte de là que la même fonction T des deux variables 
indépendantes v t\ p satisfait aux trois équations aux dérivées 
partielles (p,), (P',), {^\), La première équation contient les 
deux dérivées partielles, chacune des deux autres n'en con- 
tient qu'une. 

ÉQUATION DE RANKINE. 

75. Nous avons vu (n*» 68) que la quantité de chaleur néces- 
saire pour effectuer une transformation suivant une ligne iso- 
therme AB est donnée par la formule 



(i3) 



Q = T(f/a — ^,). 



M. Rankine a trouvé de cette même quantité de chaleur une 
autre expression qu'il est bon de connaître. Si l'on appelle S 
le travail extérieur accompli par le corps pendant la transfor- 
mation AB, on a 



S = I /? dv. 



Imaginons que le corps parcoure une autre ligne isotherme 
A,B, limitée aux mêmes valeurs t'i et Vt du volume spécifique, 

Fig. 10. 



T-fdT 




c'est-à-dire comprise entre les parallèles AA', BB'; le travail 
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extérieur accompli. dans une de ces transformations est une 
fonction de la température de la ligne isotherme correspon- 
dante. Prenons c et T pour variables indépendantes, et sup- 
•posons la ligne isotherme AiBi infiniment voisine de AB; la 
variation de travail pour ce changement de ligne isotherme est 
figuré par Taire AA, B, B, et l'on a 



rfT 



L'équation générale 

se réduit, pour une ligne isotherme, à 

dQ = ldv. 

En remplaçant / par sa valeur tirée de l'équation ([^0) ^^ ^ 



d'où 



«=*^X' 



On en déduit la formule 

(.4) Q = ^Tg- 

REMARQUES SUR LE THÉORÈME DE GARNOT. 

76. Le théorème que Sadi Carnot a énoncé en 1824, et qui 
joue un si grand rôle dans la nouvelle théorie où l'on consi- 
dère la chaleur comme un mouvement, provient cependant 
d'une idée théorique toute différente. Carnot, raisonnant dans 
l'hypothèse de la matérialité du calorique, assimilait la chaleur 
contenue dans un corps, à une certaine température, à un 
poids maintenu à un certain niveau. Pour lui, le passage /le la 
chaleur du corps chaud au corps froid, dans le jeu d'une ma- 
chine thermique, était un phénomène mécanique analogue à la 
chute d'un corps d'une certaine hauteur. Il admettait donc que 
toute la chaleur perdue par la source supérieure passait dans 
la source inférieure, en descendant d'un niveau à un autre; en 
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d'autres termes, il supposait 0) = Qi. Dans cet ordre d'idées, 
le travail accompli par la chute de chaleur, dans une machine 
fonctionnant suivant le cycle ABCD, est le produit du poids Qj 
de chaleur par la différence de niveau, c'est-à-dire par la diffé-* 

Fig. II. 




rence de température tt — /,. Le rapport du travail accompli 
Qî(/t— ^i) au poids de chaleur Qa est égal à la différence de 
température t^ — f,. Pour un autre corps fonctionnant suivant 
un cycle compris entre les mêmes limites de tempéralure, ce 
rapport a évidemment la même valeur. 

Dans la marche inverse de la machine, il faut dépenser un 
travail extérieur égal à Q, (^a — ^,) pour élever le poids Qi de 
chaleur du niveau /i au niveau /s; le rapport du travail dé- 
pensé au poids de chaleur déplacé est encore constant. 

Celle image de Carnot contient un grand fonds de vérité, 

Fig. 12. 




parce qu'elle assimile un phénomène thermique à un phéno- 
mène mécanique; mais elle est défectueuse en ce qu'elle 
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suppose que la quantité de chaleur reste constante dans le jeu 
de la machine. Comme nous Tavons vu, dans la marche directe, 
la quantité Qa, puisée à la source supérieure, est plus grande 
que la quantité Q. transmise à la source inférieure; la dif- 
férence Qa — Qt est changée en travail. Dans la marche in- 
verse, au contraire, le travail dépensé crée de la chaleur. 

Dans ces derniers temps, M. Zeuner a modifié Timage de 
Carnol de manière à la mettre d'accord avec l'idée nouvelle. 
Considérons les lignes isothermes A,B,, A^B,, AjEj,. .., cor- 
respondant aux températures absolues T„ Ta, T3,. . ., et com- 
prises entre deux lignes adiabatiques données fXi eifii. D*après 
l'équation (10), établie au n*» 68, on a 

T, ~ Ta ~ T3 

p 

En désignant par = la valeur de ces rapports égaux, on en 

déduit 

EQ, = PT,, EQa = PTa, EQ3 = PT3,. . 

Si Ton compare la quantité P à un poids, les quantités de 
chaleur Q„ Qa, Os,..., seront assimilées aux énergies po- 
tentielles de ce poids P placé à diverses hauteurs T,,Ta, T3,.... 
Dans le jeu delà machine suivant le cycle deCarnotAaBaB,A,, 
le poids P descendant du niveau Ta au niveau Ti, il y a perte 
dune quantité PT, — PT. = E(Q,— Q.) d'énergie potentielle 
ou de chaleur, et production d'une quantité égale de travail. 
Mais aujourd'hui ces comparaisons n'offrent plus aucun avan- 
tage; il vaut mieux s'en tenir à l'idée qui sert de base à la 
théorie nouvelle, savoir la transformation de l'énergie calori- 
fique en travail, ou inversement. 



78 
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CHAPITRE m. 

MACHINES A FEU. 

Principes généraux. — Machines à gaz. — Régénérateur de chaleur. — Machine 

de Stirling. — Machine d'Ericsson. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX. 

77. Nous allons appliquer les formules qui précèdent à l'é- 
lude des machines à feu, destinées à transformer la chaleur en 
travail. 

Considérons d'abord une machine à feu fonctionnant sui- 
vant un cycle de Carnot ABCD, et mise alternativement en com- 
munication avec une source de chaleur K2 à la température Tj 
et un réfrigérant K, à la température T,. La machine prend à la 
source une quantité de chaleur O2 et verse sur le réfrigérant , 
une quantité plus petite Qi. La différence Qj — Qi a été trans- 
formée en un travail extérieur S, figuré par Taire ABCD. 

Fig. i3. 




On a, d'après la première loi(n°35), 

S = E(Qa-Q.). 
On appelle coefficient économique ou rendement d'une ma- 
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fiine à feu le rapport de la quantité de chaleur transformée 
Q travail à la quantité de chaleur prise à la source; ce rap- 
ort est égal à 

L'application de la seconde loi nous donne la valeur de ce 
apport. Nous avons trouvé, en effet (n°68), 

Q.~Q. _T,-T. _ T. 
Q, ^ T, -' T,' 

Ce rapport dépend uniquement des températures extrêmes, 
entre lesquelles fonctionne la machine. Dans la pratique, il 
faut chercher à augmenter ce rapport; pour cela on abaisse' la 
température inférieure Ti et on élève la température supé- 
rieure Ta, autant qu'il est possible. Supposons, par exemple, 
que la température supérieure soit de 3oo degrés centigrades 
61 la température inférieure de i5 degrés; la valeur du coeffi- 
cient économique sera 

T, — T, U — tx 285 285 



T, 



U — tx ^ 

a-\-t2 273 -f- 3oo 



^ «? environ -• 
573 2 



Ce serait là une condition très-avantageuse au point de vue 
du rendement; on ne Ta* jamais réalisée. 

78. Considérons maintenant une machine fonctionnant sui- 
vant un cycle quelconque ABCD (Jig. i4); il est nécessaire 

Fig. 14. 




pour cela que la machine soit en communication alternative- 
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ment avec une source à température variable» à laquelle elle 
emprunte de la chaleur pendant une phase de la transforma- 
tion, et avec un réfrigérant à température variable, auquel elle 
cède de la chaleur. Menons deux lignes isothermes T, et T, et 
deux lignes adiabatiques fii et fi^ tangentes à ce cycle, de ma- 
nière à lui. circonscrire un cycle de Carnot, et désignons par 
A, B, C, D les points de contact de ces quatre courbes avec 
le cycle proposé. 

Tout le long de la ligne ABC, la machine absorbe de la cha- 
leur; car la fonction fi va en croissant du point A au point C, 
et Ton a, pour une transformation inOniment petite, 

dQ=TdiJ.; 

appelons Qa la quantité de chaleur absorbée dans cette por- 
tion du cycle. Suivant la courbe CDA, au contraire, la machine 
dégage de la chaleur; car la fonction /ui diminuant, di^ et dQ 
sont tous deux négatifs ; appelons Q, la quantité de chaleur 
dégagée dans cette partie du cycle. 

La température va en croissant le long du chemin DAB, et 
en décroissant suivant BCD; menons les lignes isothermes AF 
et CE qui passent par les points A et C; on voit que la source, 
pendant la transformation AE,est à unp température inférieure 
à celle du réfrigérant au point C. 

Pour un cycle quelconque, on a (n° 68) 

dQ 



1 



f 



= o 



en mettant en évidence le signe de rfQ, on écrira cette équa- 
tion de ta manière suivante : 

./ABC ^ t/CDA ^ 

Le long de la courbe ABC, la température T du corps dont 
on suit les modifications est inférieure à la température maxi- 
mum Tj, celle du point B; on a donc 

dQ ^ CdQ 



Abc t > j t 
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OU bien, comme Ta est constant, 



L 



ABC A *' 



Au contraire, le long de CDA, la température du corps e^t 
supérieure à la température minimum T„ celle du point D, et 
Ton a 

dQ 



f f </t 

t/CDA A t/ ^« 



OU bien 



X 



T T 

CDA '■ *' 



On a donc, en vertu de l'équation (i). 



OU 



On déduit de là 






Q. ^ T, 



ou 



Q.-Q. ^ T.>-T. 

Q2 "^ ï. 

Le coefficient économique d'une machine fonctionnant sui- 
vant un cycle quelconque est donc plus petit que si la machine 
fonctionnait suivant un cycle de Carnot entre les températures 
extrêmes T, et T,. Le mode de transformation le plus avanta- 
geux est donc le cycle de Carnot; il donne le coefficient éco- 
nomique maximum. Ce qui le caractérise, c'est que la source 
fournit de la chaleur à la machine à une température constante, 
eique le dégagement de chaleur dans le réfrigérant a lieu aussi 
à une température constante. 

6 
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MACHINES A GAZ. 

79. Dans une machine à gaz parfait on peut calculer com- 
plélemenl toutes les circonstances du phénomène, parce que 
l'on connaît les équations des lignes de transformation. 

Considérons une machine à gaz fonctionnant suivant un 
cycle de Carnot ABCD {Jig. i5), et désignons par v^^ v^^ v\, 'v\, 
les volumes spécifiques du gaz aux points A,B, C, D. Les 

Fiff. i5. 




lignes isothermes sont ici des hyperboles équilatères (n** 59), 
et rénergie intérieure ne change pas pendant une transforma- 
tion à température constante (n° W); toute la chaleur fournie 
par la source le long de la ligne AB est donc transformée en 
travail figuré par faire ABB'A'. Soit M le poids de gaz que 
renferme la machine, Q2 la quantité de chaleur absorbée sui- 
vant AB, on a 

L'équation des lignes adiabatiques pour les gaz (n*» 50) est 
On a donc ici, pour les deux points A et B, 



ce qui donne 



p., — p., = (C — c)log-^, 

VI 



Q, = MT,(C-c)Iog-, 
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t>ien, ea remplaçant C — c par sa valeur kap^v^ ( n** 46), 

* 

Q, r=: MA a /?. t'.T Jog — • 
travail extérieur ABB'A' est 

Mapoi'oTjlog —• 

-e long de la ligne adiabatique BC, l'énergie intérieure di- 
lue et se transforme en travail BCC'B'. Cette perte d'éner- 
correspond à l'abaissement de température Tj — T,; elle a 

ir valeur (n° 51) 

MEc(T,— T.). 

uivant la ligne isotherme CD, le gaz absorbe un iravail 
érieur CDD'C, son volume diminue et il dégage sur le 
*igérant une quantité Qt de chaleur donnée par Téquation 

Q.^zMAa/^oi'oT.log^. 

^ous avons vu que, pour toute machine fonctionnant suivant 
cycle de Carnot, on a 

T, T. ^ 

Jir que cette relation soit satisfaite dans le cas actuel, il faut 



Vi V 



Snfin, suivant la ligne adiabatique DA, le gaz reçoit un tra- 
l extérieur DAA'D', et l'énergie intérieure augmente de la 

aintité 

MEc(T2-T,). 

Dn voit par laque le travail extérieur effectué par la détente 
gaz, suivant la ligne adiabatique BC, est égal au travail ex- 
îeur dépensé pour faire fonctionner la machine pendant la 
uxième période de compression DA. La quantité de chaleur 
parue est 



0, - Q. =: MA a/?o V. (T, - T, ) log - , 



6. 
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et le travail extérieur, figuré par Taire du trapèze curviligne 
ABCD, est égal à 

On peut, du reste, vérifier aisément cette conséquence en 
calculant directement le travail extérieur. En effet, le iraviJ 
accompli suivant la ligne AB a pour expression 



pdv = Motpt v. T, log — 



en vertu de la relation 



pv=ocp.v.T^; 



c*est la valeur que nous avons trouvée plus haut en nousse^ 
vant de Téqualion des lignes adiabatiques. 

RÉGÉNÉRATEURS DE CHALEUR. 

80. Supposons maintenant que la machine fonctionne sui- 
vant un cycle quelconque, entre les températures extrêmeslj 
et T,, et circonscrivons à ce cycle un cycle de Carnot langei* 
aux points A, B,C,D [fig. i6). On sait (n*»78)que lecoefliclert 

Fig. i6. 




économique est plus petit que celui que donnerait un cycle 



de 
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Carnot compris entre les mêmes limites de température, et 
Ton a 



0» 

Comme le cycle de Carnot est difficile à réaliser dans la pra- 
tique, on a cherché à atteindre le rendement maximum par un 
moyen détourné, à Taide des régénérateurs de chaleur. 

Menons les lignes isothermes CE, AF qui passent par les 
points de contact C et A; imaginons l'arc AE divisé en un cer- 
tain nombre d'éléments, et menons des lignes isothermes par. 
les points de division; nous décomposerons ainsi Tare CF en 
un même nombre d'éléments correspondants. Pour la trans- 
formation qui a lieu suivant l'élément m/i, la source fournit 
au gaz une quantité dq^ de chaleur à la température T, et, pour 
la transformation correspondante suivant l'élément m'/i', la 
machine dégage sur le réfrigérant une quantité rfçi de chaleur. 
Comme ces deux quantités de chaleur sont à la même tempé- 
rature, on peut concevoir un corps extérieur à la tempéra- 
ture T, qui recueille la chaleur dqi dégagée pendant la trans- 
formation m'n\ et qui la rende à la machine pour concourir 
à la transformation correspondante mn à la même tempéra- 
ture. Si les quantités de chaleur rfqf, et dq^ sont égales, la cha- 
leur dégagée suivant l'élément m' n' suffira pour la transfor- 
mation mn, et si les courbes CF et AE sont telles que cette 
condition soit réalisée pour tous les éléments correspondants, 
la chaleur dégagée pendant la transformation CF pourra ser- 
vir à opérer la transformation AE sans aucune dépense de 
travail. 

Ce corps étranger, qui conserve pour une phase de la trans- 
formation la chaleur dégagée dans une autre phase, est un 
régénérateur de chaleur, 

81. De cette façon, le foyer ne fournira de la chaleur que 
suivant la ligne EBC, et la machine cédera de la chaleur au 
réfrigérant le long de la ligne FDA. L'addition du régénérateur 
de chaleur a diminué la dépense, mais le coefficient écono- 
mique est encore plus petit que pour un cycle de Carnot. En 
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cffel, on a, pour un cycle quelconque (n* 68), l'équation 

rfQ 



r 



r« — O. 



En mettant en évidence les signes des différents termes de 
cette somme pour les portions du cycle considéré, on oblienl 

La température étant la même pour les éléments correspon- 
dants mn, m'n' et les quantités de chaleur dçi et rfjj étant 
supposées égales, on a 



Jae T Je 



CF T 



et Tequation devient 

r dQ. r rfo. 

Or, le long de EBC, la température est inférieure à Ta ; le long 
de FDA elle est supérieure à T, ; on a donc 

T, T. ^ ' 

ou 

O.-Q. ^T,~T. 



Q. 



< 



82. On peut cependant modifier le cycle de manière à réali- 
ser le coefficient économique maximum ; il suffit pour cela que 
la température soit constante sur la ligne EBC et aussi sur FDA, 
c'est-à-dire que ces deux lignes soient des lignes isothermes. 
Le problème est susceptible d'une infinité de solutions. 

Formons, en effet, un cycle avec deux lignes isothermes 
quelconques BC et AD (Jig, 17) aux températures T, et T,, 
une ligne arbitraire AB, et terminons le cycle par une qua- 
trième ligne CD telle que les quantités de chaleur absorbée et 
dégagée sur deux éléments correspondants des lignes AB et CD 
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soient égales. On a alors 

el, par suite, 

Un pareil cycle est aussi avantageux que le cycle de Carnot; 
mais il nécessite Tenaploi d'un régénérateur de chaleur. 
La ligne AB étant donnée, la ligne CD est déterminée par la 




condition que Ton ait, pour deux éléments correspondants mn, 
m'n'y réquation 

Désignons par v q\, p les coordonnées du point m, par v' eip' 
celles du point m' ; on a ( n** 40) 

rfja= M{cdt -f- Idv), 

ou(n*»47) 

dçi = M{cdt -h Apdv). 

La chaleur spécifique c étant indépendante du volume (n® 45) 
et la variation de température dt étant la même pour les deux 
éléments, on a aussi 

dq^ = M{cdt-^Ap'dv'), 

et la condition cherchée devient 

pdi/ =:p' di/ , 

Comme les points m et m' appartiennent à une ligne iso- 
therme, on peut appliquer la loi de Mariette pif=^p'i^\ ce qui 
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PEEMIÈRB 

• 


PAtTIB. — 


donne 






• 




dv dv' 


d'où 




v-hv', 


ël, par suile. 




^=f 



h étanl un nombre arbitraire. 

Ainsi, quand on connall l*équalion 9 [Vy p)= o de la ligneAB, 
il suffit d y remplacer v Qi p par les valeurs précédentes pour 
obtenir Téquation de la ligne CD, 



("••?)=»• 



MACHINE DE STIRLING. 

83. Dans la machine de Stirling, qui réalise les condllions 
précédentes, la ligne AB est une parallèle à Taxe Op [fig* 18 ; 

Fig. 18. 
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elle a pour équation 



V — V,=zO, 



L'équation de la ligne CD sera donc 

/* v' — V^=i o. 



ou 






cette ligne est aussi une droite parallèle à Op. 

Au reste, il est facile de voir directement que deux lignes 
parallèles à 0/? satisfont aux conditions du problème; car, dans 
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s, pour deux éléments m et m! situés entre deux lignes 
ermes, on a 

cette machine, le foyer fournit de la chaleur au gaz suivant 
ne isotherme BC et cette chaleur se transforme en travail 
leur. Suivant la ligne CD, le gaz se refroidit à volume 
tant, sans travail extérieur, et cède de la chaleur au régé- 
eur. Le long de la ligne isotherme DA, une portion du 
il produit suivant BC est employée à comprimer le gaz 
le ramener à son volume primitif; en même temps le gaz 

au réfrigérant une quantité de chaleur qui est perdue, 
i qu'elle est à la température la plus basse de la machine. 
\y suivant la ligne AB, le gaz est réchauffé à volume con- 

et ramené à la pression primitive à Taide de la chaleur 
lui fournit le régénérateur. 

MACHINE d'ÉRICSSON. 

. Dans la première machine d*Eriosson, le problème est 
lu d'une manière peu différente. La ligne AB est une 

Fig. 19. 
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le parallèle à l'axe Ov (Jlg. 19) et ayant pour équation 

p — p2=o, 
gne CD, ayant pour équation 

^-;,,^o 

p' = kp,= p,, 

ussi une droite parallèle à 0^. Le foyer fournit de la cha- 
le long de la ligne isotherme BC et le réfrigérant en ab- 
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sorbe le long de la ligne isotherme DA. La régénération de 
chaleur a lieu ici sous pression constante, tandis qu'elle s'ef- 
fectue à volume constant dans la machine de Stîrling. 

Il est facile de voir directement qu'il y a compensation 
entre la chaleur reçue par le régénérateur le long de la ligne 
CD et celle qu'il rend au gaz suivant AB. On a en général 

(n°W) 

dq=:M[Cdt-}-hdp). 

Pour une transformation sous pression constante, le terme h dp 
est nul; le gain et la perle de chaleur suivant deux élémenis 
correspondants m et m' des lignes AB et CD sont donc 

dqi = dçt =: MCdt. 
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CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DES VAPEURS. 

Vapeurs saturées. — Transformation d*un mélange de liquide et de vapeur. — 
Équation de Clausius. — Équation de W. Thomson. — Densités des vapeurs 
saturées. — Chaleur spécifique de la vapeur saturée. — Condensation dans la 
détente de la vapeur d'eau. — Énergie intérieure d'un mélange de liquide 
et de vapeur. — Transformation d'un mélange de liquide et de vapeur suivant 
uue ligne adiabatique. — Travail dans la détente. 



TAPEURS SATURÉES. 

85. Quand on diminue progressivement le volume d'une 
vapeur sèche, en la soumettant à une pression de plus en plus 
grande et la maintenant à une température constante, il existe 
une limite de pression que Ton ne peut dépasser. Dès que 
l'on arrive à cette pression maximum, la vapeur est dite sa^ 
turée; si le volume continue à diminuer, une partie de la va- 
peur se transforme en liquide et la pression reste constante. 
Celte tension maximum de la vapeur, à une température 
donnée, dépend de la nature du corps; c'est une fonction 
de la température; nous la représenterons par 

(1) p = F(/). 

De même, de la vapeur étant soumise à une pression con- 
stante p, si Ton abaisse peu à peu la température, on ar- 
rive à une température limile au-dessous de laquelle on ne 
peut descendre. Dès que Ton arrive à celte température mini- 
mum, ta vapeur est saturée; et si l'on continue à enlever de 
la chaleur, la vapeur î;e liquéfie en partie, et tant qu'il subsiste 
de la vapeur, la température reste constante. En imaginant 
l'équalion (i) résolue par rapport à /, on obtient la tempéra- 
ture minimum de la vapeur sous pression donnée 

(2) ^ = ?(/>). 
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Les équations (i) el (2) donnent la tension de la vapeur sa- 
turée à la température /, ou inversement la température de li 
vapeur saturée sous la pression p. 

86. Pendant que la vapeur se liquéfie, elle dégage delà 
chaleur; on appelle chaleur latente de vaporisation la quanllté 
de chaleur L que dégage un kilogramme de vapeur saturée 
pour se liquéfier sous pression constante, et par conséquent 
à température constante; celte quantité de chaleur dépend de 
la nature du corps; c'est une fonction de la température à 
laquelle s'effectue le changement d'état. 

87. Inversement, un liquide que Ton échauffe sous une 
pression constante p entre généralement en ébuUilionàla 
température / définie par l'équation (2); mais, tandis que la 
liquéfaction est un phénomène très-net qui a toujours lieu à 
la même température sous une pression donnée, le phénomène 
inverse, c'esl-à dire la vaporisation, est beaucoup moins régu- 
lier. Ainsi, on a remarqué que, lorsque la masse liquide que 
l'on échauffe n'a pas de surface libre, on peut élever ce li- 
quide sous la pression p à une température /-h 0, supérieure 
à la température constante t de la vapeur saturée. Si alors le 
liquide se vaporise, la chaleur latente L' qu'il absorbera ne 
sera plus la même que celle qu'il absorbait dans l'ébullition 
normale. 

Considérons en effet un liquide qui éprouve, sous la pres- 
sion p, l'ébullition normale à la température t; son volume 



Fig. 20. 
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augmente d'une manière considérable, et, comme la pression 
reste constante pendant toute la durée du phénomène, \^ 
transformation sera représentée par la droite AB parallèle a 



l*aie Oi' [fig' 20)- Élevons maintenaDt celte vapeur à la tem- 
pérature / + 6y sous la même pression, le volume augmentera 
tin peu, la vapeur sera surchauffée et cette nouvelle trans- 
r«rmation sera représentée par la droite BC. Appelons C la cha- 
leur spécifique du liquide sous pression constante et C la 
chaleur spécifique de la vapeur sous pression constante. L*é- 
l)ulIition normale AB exige une quantité de chaleur L; 
l'échauffement BC de la vapeur sous pression constante exige 

ensuite une quantité de chaleur f Cdt. La quantité totale 

J i 
<le chaleur absorbée par i kilogramme de liquide pour passer 

<le l'étal A à l'étal C est donc 

L-+./ adt. 



X 



Supposons maintenanl qu'on échauffe d*abord le liquide, 
sans le vaporiser, de la température / à la température / h- 0, 
sous la pression p; son volume augmentera un peu et le li- 
(|uide passera de Tétai A à Tétat D. Le liquide éprouve ensuite 
rébullition relardée sous la pression p et arrive au même état 
final C. La quantité totale de chaleur absorbée dans cette se- 
conde transformation a pour expression 

j Crf/-+-L'. 



•,'t 



Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail exté- 
rieur ACC'A' est le même pour les deux transformations, et 
la variation d'énergie intérieure est aussi la même, puisque 
Tétat initial et l'état final sont identiques dans les deux cas. 
On a donc 

Xt-hô nt-\-e ' 

Cdl= / Cdt-^L\ 

d'où l'on déduit 



(C- C)dt. 



Or l'expérience indique que la chaleur spécifique de tous 



g4 PREMIÈRE PARtlE. — CHAPITRE IT. 

les liquides, au moins ^ans le voisinage du point d'éhulliiio 
est plus grande que celle de leurs vapeurs; on a doncC'< 
et par suile L'< L. Pour Teau, par exemple, on a 

C==i, C'=o,48o5. 

On conclut de là que, lorsqu'un Hquide entre en ébullili 
sous une pression déterminée, la chaleur latente maximui 
est celle qui correspond à Tébullilion normale, 

88. M. Regnault a déterminé par l'expérience la chaleur la- 
tente L de vaporisation pour quelques liquides à diverses 
températures, et il a représenté par des formules empiriques 
les résultats de ses expériences. 11 a trouvé pour Teau 

L = 606 , 5o — G , 695 / — G , 0G002 /' — o , GGO 000 3 t\ 
et pour réther 

L = 94iOo — o>o79oi t — o,oog85i4^^ 

La chaleur latente produit un travail extérieur ABB'A'assez 
considérable, à cause du grand accroissement de volume;, 
mais la plus grande partie est employée à Taugmentation d'é- 
nergie intérieure qu'éprouve le liquide pour se transformer 
en vapeur. Désignons, en effet, par u le volume spécifique du 
liquide à la température t, par lif le volume spécifique de la 
vapeur saturée à la même température, et supposons que la 
transformation ait lieu sous la pression constante p. Le tra- 
vail extérieur est p (u' — m), et l'on a • 

EL=rAU-f-/?(w'— a), 
d'où 

AA[J = L — A p[u'—u). 

Si Ton fait le calcul pour l'eau et l'éther, en supposant que 
la pression p soit de 760 millimètres, on obtient : 

Pour l'eau, 

kp[u' — W) = 3l,I0 -h 0,0096/ — 0,00002 P — O,CGG000 3/S 

AAU =: 576,40 — 0,791 /; 
Pour l'éther, 

kp{u' — m) =: 7 ,46 -h 0,02747 t — G, 000 i354 /% 
AAU = 86,54 — 0,10648/ — 0,0007160/*. 
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TRANSFORMATION d'uN MÉLANGE DR LIQUIDE ET DE YAPEUR. 

B9. Considérons un mélange de liquide et de vapeur saturée 
*inant un poids total de i kilogramme à la température t. 
it a: le poids de la vapeur dans le mélange» i — x celui du 
[uide, u et u' les volumes spécifiques du liquide et de la 
peur et (^ le volume du mélange; on a 

) v = u{i — x)-hu'x=zu-h{u' — u)x. 

Les quatre quantités u, u\ p, L sont des fonctions de la 
mpérature seule ; c est une fonction de ^ et de ^ ; nous pouvons 
ttnc prendre / et ^ comme variables indépendantes. Considé- 
)ns une transformation infiniment petite qui fasse passer le 
lélange de Tétat (^, ^) à Tétat {t -hdt, x-{- dx). La chaleur 
écessaire pour opérer cette transformation est employée : 
•à échauffer un poids i— x de liquide; 2° à échauffer un 
oids X de- vapeur; 3° à vaporiser un poids dx de liquide. On 
donc 

dQ=z {i — x)[Cdt -h hdp) -^ x {C dt -h h' dp)-\-Ldx. 

' pression p de la vapeur saturée étant une fonction de la 

Hpérature seule, on peut remplacer dp par -^ dt et mettre 
quation sous la forme 

dQ = {i-x)(c-hh^\dt-hx(c-hh'^\dt-\-Ldx. 

sons, pour abréger, 

m=rC + A -^9 

dt 

» quantités C, A, m, C, A', m' sont des fonctions de la lem- 
raiure seule; car elles se rapportent à Télat de saturation 
i correspond à la température /. Le coefficient wi' est ce 
*on appelle chaleur spécifique de la vapeur saturée sèche ; 



96 . PREMIÈRE PART». — CHAPITRE lY. 

en même temps qu'on élève la température, on augmente 
pression, de manière que la vapeur reste saturée, mais sai 
condensation partielle. L*équation devient alors 

dQ = [m{i — x)-h m' x]dt -i- Ldxj 
ou 

(4) dQ = [m H- (m'— m)x] dt H- V,dx. 

Si Ton remplace dv par sa valeur tirée de Téqualion (3), 

, du ,^ d(u'—u}j^ . , , , 

dv=z —dt-hx —^—7: dt -hlu' — ii)dx, 

dt dt ' 

le travail extérieur accompli 

rfS=/>rfc 



a pour expression 
rfS 



^Kfê"^" 



d[u'—u) 
dt 



\ dt -\- [u! — u) dxV 



Enfin, de la première équation fondamentale 
[a] dQ z=z A [dl] -h pdv), 

on déduit la variation d'énergie intérieure 

(5) Ad[Jz=\m-\-{m'-—m)x^Ap-r — Apx , — 

-h [L — Ap ( m' — M )] dx. 



a 



ÉQUATION DE CLAUSIUS. 

90. Nous suivrons la même marche qu'au n" 39. L'énergie 
intérieure U du mélange de liquide et de vapeur est une fonc- 
tion déterminée des deux variables indépendantes t et Xy qui 
définissent l'état du mélange. L'équation (5) donne la diffé- 
rentielle totale de celle fonction et par conséquent ses deux 
dérivées partielles du premier ordre. On a ainsi : 

4 DU , , , L du , d[u' — u) 

A -- = m -t- (m — m)x — Ap -7- — Apx - ^ 



dt 



;)U 



A r — = L — Ap(m'— m). 
^x ^ 



déduit 

. ;)»U rfL ... .dp . d{u'—u) 

A r — r- =-j A(ir — a) -fc — Ap , -• 

^x^t ^t ^ ' dt ^ dt 

égalant ces deux valeurs on obtient la relation 

-j- -\-m — m' =z A (m'— a) -fj- 
dl dt 



ÉQUATION DE W. THOMSON. 

L'équation (4) donne aussi 

rfO m-i-lm' — fn)x j- L, 
-^ = j — aT H- ^ dx. 

5, en vertu du second principe fondamental (n® 67), 

rfQ . 

ond nnembre de Téquation (6) est la différentielle exacte 
fonction [i des deux variables indépendantes T et ^; il 
ulte la relation 

^\V _m'-m 
dT ~ T 

on peut mettre sous la forme 



<* 



rfL L 

■jj, = ^ + m -— m. 

in la combinaison des deux équations (a) et (^i) conduit 
oisième relation 

Si dans l'équation (6) on remplare m' — m par sa valeur 

7 
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tirée de Téqualion (P), on a 





rfQ m ,_ ,/L\ L , 


ou 




(7) 


d,-'$ ::!rfT+rfM. 



La quantité m étant une fonction de la température seule, 
on reconnaît que le second membre est bien une différen- 
tielle exacte; en intégrant on a 



Lx ^T 

1 .,T^ 



/;?- 



Si Ton y regarde [i comme une constante, celle équation 
est celle des lignes adiabatiques. 

Les équations précédentes conduisent à des conséquences 
importantes que nous allons successivement passer en revue 

DENSITÉS DES VAPEURS SATURÉES. 

93. De réquation (y) on déduit 
(8) u'-u = -^^ 



dl 



La chaleur latente L et la tension p de la vapeur saturée 
sont des fonctions de la température qui ont été déterminées 
empiriquement par M. Regnault pour quelques liquides; l'é- 
quation (8) permet donc de calculer u' — w. D'ailleurs le vo- 
lume spécifique u du liquide est sensiblement constant, on 
connaîtra donc aussi le volume spécifique u' de la vapeur et, 
par suite, sa densité. Voici les résultats calculés pour la va- 
peur d'eau par M. Clausius : 
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58,31 

92,66 

117,17 

14/1, 7A 



U CALCCLE. 



8,a3 
a, II 

0,947 
0,437 



u' OBSERTÉ. 



Il' CALCCLE 

par U 

loi à» Mariolle. 



8,27 


8,38 


3,l5 


2,18 


0,94» 


0,99» 


0,432 


0,466 



Les valeurs de u' ont élé déterminées expérimentalement 
r MM. Fairbairn et Taite ; on voit qu'elles s'accordent très- 
m avec celles qui ont été déduites de la théorie, et elles 
ut notablement plus faibles que celles que l'on obtient en 
pllquant la loi de Mariotte aux vapeurs comme on le faisait 
trefois. 

M. Les deux quantités/? et u' sont des fonctions de la tempe- 
tare, elles sont donc fonction l'une de l'autre, et M. Zeuner 
trouvé que la relation qui existe entre ces deux fonctions 
t représentée assez exactement par l'équation 

pu''*=b. 

Pour la vapeur d'eau, les deux constantes n et 6 ont les va- 

nrs suivantes 

n= 1,0646, 

b= 1,704. 

En représentant cette équation par une courbe L {fig. 21), 
I obtient une sorte d'hyperbole qui Ggure la ligne de trans- 
Ination de la vapeur saturée. 

n est aisé de voir que tout point B situé à droite de Isc 
|ne L indique un état de vapeur surchauffée, tandis qu'un 
|tfnt C situé à gauche indique une condensation partielle. £n 
|fet, en A, sur la ligne L, la vapeur est saturée et sèche ; sup- 
ins qu'en laissant la pression constante, on élève graduel- 
jnent la température, le volume augmentera et la vapeur ten- 
ki vers l'état de gaz parfait ; le surchauffement de la vapeur 
ns pression constante est figuré par la droite AB parallèle à 
pae oif. Au contraire, si l'on enlève de la chaleur, la pression 
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resianl toujours conslanle, il y aura condensation partielle, et 
le volume diminuera peu à peu; la température restant con- 

Fig. 31. 
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stante pendant cette transformation, la portion de droiteAC, 
parallèle à Taxe oc, est une ligne isotherme pour le mélange 
de vapeur et de liquide. 

CHALEUR SPÉCIFIQUE DE LA VAPEUR SATURÉE. 

95. Nous venons de déterminer le volume spécifique u' de 
la vapeur saturée à Taide de la tension et de la chaleur latente. 
La connaissance de la chaleur latente suffit pour déterminer 
la chaleur spécifique m' de la vapeur saturée. Nous nous ser- 
virons pour cela de l'équation (P) du n° 91 , qui donne la 
différence m' ^ m, 

(9) "^''~'^^^'^'~dT" 

On peut d'ailleurs sans erreur sensible remplacer le coeffi- 
cient m par la chaleur spécifique C du liquide; car le coefficient 
A»est très-petit pour les liquides, puisque leur compressibi- 
lité est très-faible; on aura ainsi m'. 

On peut diviser les liquides en trois catégories : pour les 
uns la valeur de m' est négative; pour d'autres elle est positive; 
enfin il y a un troisième groupe de liquides pour lesquels la 
valeur de m' est négative au-dessous d'une certaine tempéra- 
ture et positive au-dessus. 

L'équation générale 

dQ=cdt -h Idvy 
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me vapeur qui reste saturée et sèche, peut s'écrire 



rfQ=(c'+/'^jdT, 



(j'îl n'y a plus alors qu'une seule variable indépendante 
en déduit 

, du' 



m'=:c'-\-l 



dT 



quand la température s'élève, le volume spécifique de 

leur saturée diminue, la dérivée -p=; est donc négative; 

:îond membre de l'équation se compose ainsi de deux 
s de signes contraires ayant des valeurs comparables; 
nçoil donc que la valeur de m' puisse être, suivant les 
positive ou négative. Voici les résultats calculés par 
lusius : 





e 


m' 


• 






58,21 


-1,398 


Vapeur d'eau 


• • 1 


9^,66 


— 1,266 

— 1,107 






i14.7l 


—0,807 . 




•i 





— OjiS'l 1 


Sulfure de carbone . . 


8o 


-0,164 j 




1 


i6o 


— 0,157 ' 







H-0,Il6 


Vapeur d'éther 


1 


. 4o 

8o 


H-0,I20 




\ 


-f-0,128 




1 


120 


H-o,i33 



voit d'après ce tableau que la vapeur d'eau et le sulfure 
rbone appartiennent à la première catégorie; la chaleur 
ique de la vapeur saturée est négative et sa valeur ab- 
va en diminuant à mesure que la température s'élève, 
peur d'éther appartient à la seconde catégorie; la valeur 
est positive et va en augmentant avec la température. 
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La troisième catégorie comprend la benzine, le chloroforme* \ 
le chlorure de carbone. Dans tous les cas, la valeur relative I 
de m' croît avec la température; on est donc conduit à penser 
que tous les liquides se comportent de la même manière, que 
la chaleur spécifique de la vapeur saturée est négative au-des- 
sous d'une certaine température, à partir de laquelle elle devient 
positive et va constamment en croissant. Les nombres du ta- 
bleau précédent semblent même indiquer que cette tempéra- 
ture limite n*esl pas très-élevée pour la vapeur d'eau. 

CONDENSATION DANS LA DÉTENTE DE LA VAPEUR d'eAU. 

96. Le signe de m' a une grande importance dans l'élude 
des machines à vapeur. Supposons qu'une vapeur éprouve une 
transformation infiniment petite en restant saturée et sèche, la 
quantité de chaleur nécessaire à cette transformation sera 

dQ = m' dty 
ou 

[dt ) 

Or la dérivée -jr est toujours négative, la valeur de m' est 

aussi négative pour la vapeur d'eau, il en résulte que pour 
la vapeur d'eau rfQ et du' ont le même signe. 

Considérons donc^ i kilogramme de vapeur d'eau saturée 
et sèche occupant le volume i/ à une certaine température <; 
comprimons-la et supposons qu'elle reste saturée et sèche; b 
variation du' est négative et par suite rfQ est aussi négative, 
c'est-à-dire que la vapeur dégage de la chaleur. Mais si la com- 
pression est assez rapide pour que cette chaleur dégagée n'ait 
pas le temps de se répandre sur les corps extérieurs, elle échauf- 
fera la vapeur et la portera au-dessus de son point de satura- 
tion. Donc la vapeur d'eau est surchauffée par la compression* 

Supposons, au contraire, que la vapeur saturée se dilate, 
du' et rfQ sont tous deux positifs, c'est-à-dire qu'il y a ab- 
sorption de chaleur. Ainsi, quand de la vapeur d'eau est sa- 
turée et sèche, si l'on veut augmenter son volume en la maift' 
tenant saturée et sèche, il faut lui fournir de la chaleur. Si 1^ 
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dilatation est assez rapide pour que les corps extérieurs n'aient 
pas le temps de lui fournir la chaleur nécessaire, les choses se 
passeront comme si, la chaleur ayant été fournie pour maintenir 
la vapeur saturée et sèche sous le volume m'-+- rfa', on enle- 
vait ensuite cette chaleur, le volume restant le même et égal 
à a' H- du'; il y aura évidemment condensation partielle. Donc 
la vapeur d*eau se condense en partie pendant la détente. 

Pour la vapeur d'éther, m' ayant un signe différent, les 
phénomènes sont opposés; la compression produit une con- 
densation partielle, et la dilatation surchauffe la vapeur. 

97. Cette condensation de la vapeur d'eau pendant la dé- 
lente a été démontrée théoriquement à peu près à la même 
époque par M. Clausius et par M. Rankine. M. Hirn Ta véri- 
Gée expérimentalement. Pour cela il introduit de la vapeur 
saturée bien sèche, et à une pression plus grande que la pres- 
sion atmosphérique, dans un cylindre fermé par deux plaques 
de verre ; le cylindre est alors parfaitement transparent. Quand 
on le met en communication avec l'atmosphère en ouvrant 
un robinet, il y a dilatation rapide, la vapeur se condense en 
partie et forme dans le cylindre un nuage opaque de goutte- 
lettes liquides. 

M. Hirn a réalisé aussi l'expérience inverse avec la vapeur 
d'éther. Il remplit de vapeur d'éther sèche et saturée un bal- 
lon communiquant avec un cylindre dans lequel peut se mou- 
voir un piston. Quand on pousse rapidement le piston dans 
le cylindre, la vapeur est comprimée, et il se forme un nuage 
indiquant une condensation partielle. 

On peut représenter ces résultats géométriquement. Sup- 
posons que la courbe LL {Jlg> 22) soit la ligne de saturation 
de la vapeur d'eau; menons la ligne adiabatique AB; cette 
ligne coupera la ligne précédente comme l'indique la figure. 
En M la vapeur est saturée et sèche ; si on la comprime 
sans dégagement ni absorption de chaleur, la vapeur, comme 
nous l'avons vu, se surchauffe; la portion de gauche MA de 
la ligne adiabatique est donc située au-dessus de (.. Au con- 

raire, si la vapeur se détend sans dégagement ni absorption 
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de chaleur, il y a condensation partielle, et par conséquent la 
partie MB de la ligne adiabatique est située au-dessous de L. 

Fîg. 23. 



A' . \ 



is 






Pour la vapeur d'éther, la ligne adiabatique A'B' est disposée 
inversement. 

98. On ne connaissait pas autrefois cette condensation de 
la vapeur d'eau dans les machines à détente et l'on était con- 
duit à des résultats complètement erronés sur le rendement 
de ces machines. Supposons qu'un cylindre reçoive de la va- 
' peur saturée et sèche et qu*on supprime la communication 
avec la chaudière quand le piston n'a parcouru qu'une partie 
de sa course, la vapeur se détend; une partie se condense et 
dégage, en se condensant, de la chaleur qui se transforme en 
travail. C'est là la source principale du travail dans ces ma- 
chines. 

Considérons, par exemple, une machine à haute pression 
dont la chaudière soit à i52 degrés et le condenseur à 4o> 
et supposons la délente complète, c'est-à-dire telle, que la 
vapeur après la détente ait une tension égale à la tension 
maximum de la vapeur à ^o degrés. La quantité de chaleur 
nécessaire pour porter i kilogramme d'eau de zéro à / degrés 
et le vaporiser ensuite est 

si l'on remplace L par la valeur donnée par M. RegnauH 
(n** 88), on a approximativement 

(lo) Q = 6o6,5o -4- o,3o5 /. 

Pour / = 152**, Q = 653; mais comme l'eau alimentaire est 
à 4o degrés, la dépense de chaleur pour chaque kilogramme 
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de vapeur esl6i3 calories. Si la vapeur n'éprouvait «aucune 
condensation partielle pendant la détente et arrivait dans le 
condenseur à Télal de vapeur saturée sèche à ^o degrés, en se 
condensant à cette température elle abandonnerait 679 calo- 
ries. La différence, soit 34 calories seulement, serait trans- 
formée en travail. Le coefficient économique ne serait donc 

que pr-^? environ -s» 
oiû 10 

Concevons maintenant que la machine fonctionne entre les 
mêmes limites de température i52 et ^o degrés, suivant un 
cycle de Carnot, on aura le coefficient économique • 

T3 — T, 112 112 

T, 273 4- 162 ^i5 

environ y Ainsi le coefficient économique calculé d*après 

l'ancienne théorie est quatre fois trop faible. Ceci montre bien 
qu'une partie de la vapeur s'est condensée pendant la détente 
et que la chaleur dégagée par cette condensation partielle a 
été transformée en travail. 

fl 

ÉKERGIE INTÉRIEURE d'uN MÉLANGE DE LIQUIDE ET DE VAPEUR. 

99. Appelons U© l'énergie intérieure d'un kilogramme de 
liquide à la température To sous la pression correspondante/?©. 
On échauffe ce liquide jusqu'à la température T, sous la pres- 
sion variable />, en ayant soin qu'à chaque instant la pression 
supportée par le liquide soit égale à la tension maximum de 
la vapeur à la température correspondante. Supposons, en 
outre, qu'il ne se forme pas de vapeur, le liquide étant par 
exemple enfermé dans un cylindre dont le piston se déplace 
de manière à permettre seulement la dilai lion du liquide. 
La chaleur nécessaire à celte transformaiio:î ' era 

m dt. 

De la première équation fondamentale 

E / m dt = AU -\- j du, 



L 
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on déduit 

AU = E/ mdt — f pdu. 

Supposons qu'alors on volatilise un poids x de liquide, en 
laissant la température constante; la quantité de chaleur né- 
cessaire pour cette volatilisation sera hx, et, en appelant A'U 
la variation d'énergie intérieure correspondante, on aura 

EL^ = A'U -4- p[ii'— u)Xy 

d'où 

A'U = ELa; — />(a'— u)x. 

La variation d'énergie intérieure du mélange est évidemment 
égale à AU h- A'U; on aura donc, en appelant U l'énergie 
intérieure de ce mélange, 

[] — l],= E(Lx-hj mdt\—p{u'—H)x-'j pdu. 

Le terme Uo est une constante qui dépend de la nature du 
liquide. 

Il est utile de modifier un peu cette expression pour en 
rendre les applications plus commodes. On a, en intégrantpar 
parties, 

Xp du = pu — /?o Mo — / u dp. 

En substituant cette valeur dans l'équation précédente, il vient 

U — Uo = E (La7-f- r mdrj 

— p[u-\-(u'—u)x]-h p^Uo-^ I udf, 
ou bien, en remarquant que le volume v du mélange est ep 

à M -f- (m' — U)Xy 



(II) U-Uo^E^L^r-f- r m rflA - />f -h /?• Mo + j 



uif^ 
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La variation d'énergie intérieure entre deux étals du mé- 
lange caractérisés par les indices i et i est donnée par l'é- 
quation 

!Uj — U, = E (La ^j — L, ^, ) 
— /?2 t'a -h /?! t', H- E 1 m ai -\- j u dp. 

Dans la pratique, on peut se contenter d'une formule ap- 
prochée plus simple. Nous avons vu que, pour les liquides, 
le coefficient m diffère très-peu de la chaleur spécifique sous 
pression constante C, parce que la compressibilité est très- 
faible. D'autre part, le volume spécifique u du liquide change 
peu. En remplaçant m par C et considérant u comme constant 
et égal à u^^ on aura, avec une approximation suffisante, 

(i3) U=:UoH-EL^H-EC(T — T.) — />(f — tt), 

\ Ua~U. = E(L,^,-L.^.) + EC(T,-.T.) 

TRANSFOBMATION d'uN MÉLANGE DE LIQUIDE ET DE VAPEUR SUIVANT UNE 
LIGNE ADIABATIQUE. — TRAVAIL DANS LA DÉTENTE. 

100. Nous avons trouvé (n'^Oâ), pour une transformation 
quelconque d'un mélange de liquide et de vapeur, l'équation 

(7) ^ = ^dT + d{^). 

Si le mélange n'a aucune communication de chaleur avec Tex- 
lérieur pendant la transformation, et par conséquent n'éprouve 
ni gain ni perte de chaleur, cette équation devient 

ou 

On en déduit par l'intégration 

(.5) ?^'_L^ = _J^'ÇrfT, 
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Xy, et ar, étant les poids de vapeur dans un kilogramme du mé- 
lange aux températures T, et Tj. 

Si Ton connaît le titre ^, du mélange à la température T„ 
celte équation permettra de calculer le titre x^ du mélangea 
une température quelconque Tj. On pourra ensuite détermi- 
ner le volume du mélange à Taide de ki formule 

Si Ton remplace Xt par sa valeur tirée de réquation (i5), 
réqualion (12) devient 



U, — U, =: EL, X, 



T, - T. 



(16) 



— pjv^-h p^v 



E f 'm 
, -f- 1 udp. 



Y UT 



('7) 



101. Comme il n'y a ni perte ni gain de chaleur pendant 
cette transformation, le travail extérieur accompli S est égala 
la perle d'énergie intérieure U, — U2; on a donc 

( S = E ( L, ^1 — h-iXi) 

j ■+- P2V2 — p\^\ — E I mdT — j u dp, 

M. Clausius a appliqué ces formules à la délente de lava- 
peur d'eau saturée, comme elle a lieu dans les machines à 
vapeur. Considérons, par exemple, de la vapeur d'eau satu- 
rée et sèche à la température de i5o degrés, et prenons pour 
unité de volume le volume occupé par un kilogramme de va- 
peur dans ces conditions; on a alors ^ = i5o, ^, = 1, (/, =1. 
Le tableau suivant indique le poids de la vapeur qui reste, le 
volume du mélange et le travail extérieur accompli à diffé- 
rentes températures : 



e 


X 




s' 


v' 


1250 


o,9j6 


1,88 


1 1 3ookSin 


',93 


100 


0,911 


3,90 


23 200 


4,.6 


75 


0,866 


9,23 


35 900 


10,11 


5o 


0,821 


25,7 


/{9 3oo 


29>7 


25 


0,776 


88,7 


63 900 


107,1 



11 se produit, comme on le ^oîi. un^ ^vr.«ifrcisiûv:L ti^e- p!:.£> 
-n plus grande à mesure que b dét^nt'e> de b \t^'ig s^ ^^rc-- 
onge. Nous remarquons que le volume du ai-fUtî-r e^i -ir^rci -j 
ingt-slx fois plus grand depuis b lempéralure d<e- iSo nfr-zr^es 
Usqu'à la température de 5o degrés : il e^t îm^o^^iL-le die [<"U>- 
er la détente jusqu'à cette limite. 

Si l'on calculait le volume c-' de la vap-^ur en apfJiquani U 
=>i de Mariotie, et supposant qu'il n'y ait pas «ir- «X'n^iensatiùn, 
n trouverait des nombres trop grands: c'est ce que montre 
I dernière colonne du tableau. 
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CHAPITRE V. 

MACHINES A VAPEUR. 

Machine idéale. — Machines réelles. — Détente incomplète. — Perfectionnements 
de la machine à vapeur : chemise à vapeur de Watt ; emploi de la vapeur 
surchaufiëe ; machines à deux liquides. 



MACHINE IDÉALE. 

102. Considérons d*abord une machine idéale fonctionnant 
suivant un cycle de Carnot, et qu'on peut se figurer de la ma- 
nière suivante. 

Un même cylindre remplirait à la fois le rôle de chaudière, 
de corps de pompe et de condenseur. Imaginons que dans le 
cylindre existe un poids M d'eau à la température Ta et sous la 

Fig. 23. 
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pression correspondante pi; la chaleur fournie par le foyer 
transforme une partie de cette eau en vapeur à la température 
constante Ta ; cette première phase de l'opération est repré- 
sentée par une ligne isotherme AB, parallèle à l'axe Oc, puisque 
la tension de la vapeur est constante. On laisse ensuite la dé- 
tente s'opérer^ suivant une ligne adiabatique BC^ jusqu'à la 
température T,. Pendant la troisième phase, on comprime lé mé- 
lange à la température constante Ti^ suivant la ligne isotherme 
CD, et l'on peut supposer que le cylindre est alors entouré 
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l'eau froide à la température Ti. Enfîn on comprime de nou- 
eau suivant la ligne adiabatique DA, de manière à ramener le 
néiange à son état primitif A. 

Le long de la ligne isotherme AB, une portion M^a du liquide 
s'est transformée en vapeur, et la source a fourni pour cela 
une quantité Q, de chaleur donnée par Téquation 

Q, = L2 M Xi =. ML, a;,. 

De B en C, le mélange se détend sans gain ni perte de cha- 
leur, et si Ton appelle :r, la fractioo de vapeur qui reste à 
l'élalC, on aura, d'après Téquation (i5) du n** 100, 

Celte équation permet de calculer xr^ on connaîtra donc l'état 
du mélange au point C. 

Suivant la ligne isotherme CD, une nouvelle quantité de va- 
peur se condense à la température constante T,, et si l'on 
appelle x' la fraction de vapeur qui reste au point D, la quan- 
tité de chaleur Qi dégagée sur le réfrigérant sera exprimée par 
l'équation 

Q, = ML,(^. -07'). 

Quant à la valeur de x'y elle sera déterminée par la condition 
que le mélange revienne du point D au point A, c'est-à-dire à 
l'état primitif^ en suivant une ligne adiabatique. Il faut pour 
cela que l'on ait, en remarquant qu'au point A la valeur de x 
est nulle. 



T 



La fraction x^ de vapeur qui a été produite est donnée arbi- 
toement, et Ton peut calculer toutes les autres quantités en 
bnction de celle-là. En retranchant l'équation (2) de l'équa- 
tion (i), on obtient 

Xi (Xx — x') hjXj 

t; "" T, * 
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La valeur de Q, peut donc s'écrire 

T 

La quantité de chaleur convertie en travail est alors 

T,-T. 



.j 



O2 — Qi^MLjo:, 



T, 



On voit d*abord que le coefficient économique a pour ex- 
pression 

Q. ~ T, ' 

ce qui devait être, puisque la machine fonctionne suivant un 
cycle de Carnot. 

Le travail extérieur effectué par la machine est 

Tel est le travail effectué par un poids M ^2 de vapeur. Pour 
un kilogramme de vapeur, le travail sera 

(3) S:=:EL.i^^j 

c'est là le maximum de travail que puisse produire un kilo- 
gramme de vapeur entre des limites de température données. 
On n'a pas encore réalisé de machine à vapeur dont le jeu 
s'effectue suivant un cycle de Carnot. Nous allons étudier 
maintenant les machines réelles. 

MACHINES RÉELLES. 

103. Considérons d'abord une machine à double effet et à 
condensation, fonctionnant avec une chaudière à la tempéra- 
ture ti et un réfrigérant à la température ti. Appelons Xt le 
titre de la vapeur mélangée de gouttelettes liquides que 
fournit la chaudière, p2 la pression correspondante et M le 
poids du mélange employé à chaque coup de piston. Ce mé- 
lange arrive à la partie supérieure du piston et agit à pleine 
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)endani une partie de la course A' B'; alors, par le jeu 
la communication du corps de pompe avec la chau- 

Fig. 24. 
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interrompue, et la vapeur se détend pendant que le 
arche de B' en C. Nous supposerons la détente com- 
st-à-dire que la pression p, de la vapeur au point C, 
nité de la course, est égale à la tension maximum qui 
nd à la température ^ du condenseur, 
léterminer le travail produit par un coup de piston, 
«arquerons que la face inférieure du piston est tou- 
communication avec Tatmosphère du condenseur et 
la pression /?,. Pendant la marche A'B', la différence 
sions qui agissent sur les deux faces du piston est 
si Cj est le volume spécifique du mélange, le volume 
ion A'B' du corps de pompe est égal à Mi',; le travail 
i à pleine pression est donc 

ions par Xi le titre du mélange au point C et par Vi 
me spécifique: le travail accompli pendant la détente 
lonné par la formule ( 1 7 J du n*» 101; si Ton en re- 
e travail de la pression p, qui s'exerce sur la face in- 
du piston, on a pour ce travail 

E(Laa:2— L,ar,)-+-/?iC, — /^ji^ï-hE / mdT 

-h j udp — pi{Vi— Vt) . 

8 
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Le titre initial Xt de la vapeur étant donnée on déterminera i 
Xi par réquation (i5) du n** 100 

J^i Xi JLj X2 / *i 






Le volume Vi est aussi connu ; car en appelant u\ le volume 
spécifique delà vapeur saturée sèche à la température T,, on a 

Si Ton remplace Xi par sa valeur, l'expression du travail pen- 
dant la détente devient 

M ELa X^ -~= — V2 [p2 — pi ) 



^X'-I-tI^u'"*] 



En y ajoutant le travail produit par la vapeur à pleine pression, 
on obtient le travail total 

. (4) MrEL,^,ïi=-ii +Er 'm^i-^'^T-f. r^ 

Il faut retrancher de cette somme le travail nécessaire pour 
le jeu de la pompe alimentaire D, qui, à chaque coup de piston, 
prend un poids M de liquide dans le condenseur à la tempé- 
rature ti et à la pression p,, et le porte dans la chaudière sous 
une pression plus élevée p,. Désignons par H la pression at- 
mosphérique, le travail nécessaire pour soulever le piston de 
cette pompe sera 

M(H-/>.)w, 

et, pour refouler le liquide dans la chaudière, il faudra encore 
dépenser un travail égal à 

Le travail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire est donc 
égala 
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Comme le volume spécifique du liquide u change très-peu, 
on a sensiblement 



{pi'—pi)u=Mj II dp. 



Par suite le travail disponible à chaque coup de piston sera 
en définitive 

(5) s=:Me[l,^,I^+J Vï^,__T.^rfT]. 

lOi. On aurait pu obtenir ce travail, en évaluant la quantité 
de chaleur disparue pour chaque coup de piston. Le foyer 
fournit d'abord une quantité de chaleur égale à MC(Ta— T,) 
pour porter Teau de la chaudière de la température T, à la 
température Ta sous la pression />,; une fraction x^de ce li- 
quide est ensuite transformée en vapeur à la même pression, 
ce qui exige une quantité de chaleur égale à MLj^j. La cha- 
leur totale Qî fournie par le foyer est donc 

Q, = ML,^, + MC(T.— T.). 

Après la détente, le mélange est à la température T, et ren- 
ferme un poids M(i — :r,) de liquide qui n'éprouve aucun 
changement, et un poids M:c, de vapeur qui se liquéfie dans 
le condenseur et dégage une quantité Q, de chaleur égale à 
ULi Xi, La quantité de chaleur transformée en travail est donc 

Qj— Q, = M [L,^,— L, ^,-+- C (ï,— T, )]. 

Nous avons vu déjà que pour les liquides on peut remplacer 
sans erreur sensible C par m, nous écrirons alors 

C(T, — T.)=:/ mdT. 

En substituant cette valeur dans l'équation précédente, et 
remplaçant ^, par sa valeur, on a 

On retrouve ainsi la formule (5). 

8. 
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Dans cette machine, le coefficient économique a pourvalev 



Q. 



Lj X, — = h .1 m 



LH-fh 



""^L 



T. 



L,x,+ I m dl 
T. 



et on peut le mettre sous la forme 



Q.-Q, T,-T, 



'•X'^tî-i) 



dl 



Q. 



T, 



JLj Xj 






mdl 



On voit que le coefficient économique est plus pelilquesi 
machine fonclionnail suivant un cycle de Carnet; Fimperfe 
lion du jeu de la machine donne lieu à une perte de irai 
On voit encore qu'il y a avantage à employer de la va| 
sèche; car en faisant :r2= i,on diminue le second lerme, dl 
coefficienl économique se rapproche de la valeur maxirai 
Nous supposerons, dans loul ce qui suit, que la vapeur foui 
par la chaudière est saturée, mais sèche. 

105. Soit, par exemple, une machine dont la chaudière 
à la température de i5o degrés et fournil de la vapeur sè( 
et dont le condenseur est à 5o degrés. Dans ces limites 
température, le coefficient économique maximum est 



Ta- T. 



ICO 



273 -f- i5o 



= o , 236. 



Dans la machine que nous avons considérée, le travail produit 
par un kilogramme de vapeur sèche, d*après l'équation (5), est 



(6;) 



=e[l. 



T. - T. 
T, 



CH-^y] 



I 

En remplaçant m par la chaleur spécifique C que l'on suppose] 
constante, on obtient une formule plus simple et suffisais 



MACHINES A YAFBVR. II7 

menl approchée pour la pratique: 

S = E Tl, ?I=^+C(T,- T.) --CT.log îjl = i32E. 

La quantité de chaleur fournie par le foyer est 

Q, r=r C ( Ta — T, ) + L, = 602. 

1 32 

Le coefficient économique est ^ — = 0,219. L'imperfection 
du cycle le diminue de 0,017. 

DÉTENTE INCOMPLÈTE. 

I 

106. Dans ce qui précède, nous avons supposé la détente 
delà vapeur complète, depuis la température de i5o degrés 
de la chaudière, jusqu'à la température 5o degrés du conden- 
seur, et, dans ces conditions, le volume final de la vapeur, 
comme nous lavons vu (n° 101), serait vingt-six fois le vo- 
lume primitif. Dans la pratique, on est loin d'utiliser toute la 
détente; le volume final de la vapeur ne dépasse guère quatre 
fois le volume primitif; il résulte de là une nouvelle perle de 
travail. 

Supposons donc qu'on arrête la détente au point F{Jig. 24), à 
la température T'; la vapeur, ayant alors une tension /?' supé- 
rieure à /?!, se précipite dans le condenseur; la perte de tra- 
Tail est figurée par Taire FCG; c'est la portion du travail de la 
détente qui n'est pas utilisée. Appelons f' le volume spéci- 
fique en F et ^' le titre du mélange; d'après l'équation (17) 
du n®101, le travail de la détente incomplète BF, diminué du 
travail de la pression /?, qui s'exerce sur la face inférieure du 
piston, est 

M rE(L,a72 — Vx')-h p'v' — p, V, 

-^El mdl-^\ udp^py[v'^vM> 
Jv Jp' J 

Si l'on remplace x' par sa valeur, donnée par l'équation 

T. 
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on a 

T. 



4-pV— p,fj 



En y ajoutant le travail à pleine pression et retranchant le ira- je 
vail nécessaire au jeu de la pompe alimentaire, on obtient le !?= 
travail disponible 

EL, X, il^ 

4-(/-/?.)(i''-M)-+-EJ^ mh-^jdTj. 

La valeur approchée du travail disponible fourni par un kilo- 
gramme de vapeur sèche est donc 

(8) i L T. 

-f-C(T,-r)-CT'iog^J. 

Supposons que, dans la machine que nous avons prise 
comme exemple, la détente cesse à la température de loo de- 
grés; le volume de la vapeur à la fin de la détente est environ 
quatre fois plus grand qu'au comfhencement; Téquation pré- 
cédente donne S=99E. La détente complètedonnaitS=i32E; 
la perte de travail due à Timperfection de la délente est donc 
33 E, c'est-à-dire un quart du travail total que Ton obtiendrait 
avec la détente complète. 

PERFECTIONNEMENTS DE LA MACHINE A VAPEUR. — CHEMISE A TAPEUR 

DE WATT. 

107. Watt a imaginé d'entourer le corps de pompe d'un 
deuxième cylindre dans lequel passent les gaz du foyer, après 
avoir échauffé la chaudière, et avant de se rendre dans la che- 
minée; ces gaz fournissent de la chaleur à la vapeur et em- 
pêchent la condensation qui a lieu habituellement endant 
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a détente. On évite ainsi la formation dans le corps de pompe 
[e Teau de condensation, qui gêne la marche du piston, et le 
endement est augmenté sans qu'il soit nécessaire d'augmen- 
er la dépense de combustible. 

Supposons que les gaz du foyer maintiennent constamment 
la vapeur à Tétai de vapeur saturée sèche, et calculons le tra- 
vail disponible dans ces conditions. 

Si Ton emploie un poids M de vapeur pour chaque coup de 
piston, il faudra d'abord une quantité de chaleur égale à 

M I C dT pour élever Teau de la température ïi à la tem- 

pérature T2, puis la quantité ML, pour la vaporisation à la 

température T^/et enfin la quantité 1 m'rfT pour mainte- 

nirla vapeur sèche de la température T, à la température T,. 
La quantité totale de chaleur Q, fournie par le foyer est donc 



Q,==m( r 'Cû?T4-L,-4- r 'm'dT\ 



Cû?T4-L,-f- / 
ou bien 

Q,:=Mrr 'crfT4-L,-+- r '(-m')rfTl. 

La vapeur arrive alors sèche au condenseur, et la quantité de 
chaleur qu'elle lui fournit est 

Q. = ML,. 

La quantité de chaleur transformée en travail est donc 

Q,-Q,z=MrL,-L. -f- r 'c^T+r V/w'JrfTl. 

Si Ton remplace C par m, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le 
travail produit par un kilogramme de vapeur a pour valeur 

S^eFl,— L, -+- r \m — m')rfTl. 

On peut simplifier celle expression à l'aide de l'équation ( p,) 
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de M. W. Thomson ( n«> 91), 



rfL L 



on en déduit 



et, par suiie, 



(9) 



= <T-- 



On a, d'après les expériences de M. Regnault, 

L = 6o6,5o — 0,696 1 = 796,25 — 0,695 T, 



i = 22^ ^0,695, 



d'où 

ï ~ T 

et, en remplaçant dans la formule (9), 

(10) S=E[796,251ogï^-o,695(T,-T.)l. 

Si Ton applique celte formule à une machine fonclionnani 
avec une chaudière à i5o degrés et un condenseur à 5o de- 
grés, on trouve S= i44E. La machine ordinaire, fonctionnant 
entre les mêmes limites de température (n°105), donne i32E; 
le bénéfice est 12E. Avec cette modification de Watt, le foyer 
fournit sans doute à la vapeur une plus grande quantité de 
chaleur; mais avec la même dépense de combustible, le tra- 
vail a été augmenté de ^r ^^ sa valeur, et le corps de pompe 
a été débarrassé de Teau de condensation. 

EMPLOI DE LA VAPEUR SURCHAUFFÉE. 

108. Dans les machines qui précèdent, nous avons supposé 
que la vapeur était toujours saturée, en arrivant dans le corps 
de pompe et pendant la détente. Pour augmenter le coefficient 
économique, il faudrait porter la chaudière à une très-haute 
température; mais la tension de la vapeur d'eau croît si rapi- 
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dément quand la température s'élève, que l'on est bientôt 
irrêté par le défaut de résistance des chaudières. On évite 
3ette difficulté en employant de la vapeur surchauffée; on peut 
liors élever la température sans augmenter outre mesure la 
tension de la vapeur. La vapeur, en sortant de la première 
chaudière, passe dans une deuxième chaudière, où elle est 
échauffée par les gaz qui ont déjà servi à chauffer la première 
chaudière; la pression de la vapeur ne change pas parce que 
les deux chaudières restent constamment en communication, 
et il n'en résulte aucune nouvelle dépense de combustible. 
Celte vapeur surchauffée se rend dans le corps de pompe oii 
elle travaille d'abord à pleine pression, puis se détend et se 
rend au condenseur. 

Soit E (yïgr. «5) rétat de l'eau qui arrive dans la première 
chaudière à la température T, du condenseur et sous la près- 

rig. aj. 



E A 



B 



I 
I 
I 

1 I 
D'A' 



T. 



T T' 



B' 






o 



sion /?,; elle est d'abord échauffée tout en restant liquide jus- 
qu'à la température T, et passe à l'état A en changeant très- 
peu de volume; alors elle se transforme en vapeur saturée 
sèche à la même pression p-i et arrive à l'état Ai. Ensuite la 
vapeur passe dans la deuxième chaudière où les gaz du foyer 
réchauffent sous pression constante jusqu'à la température T',, 
et l'amènent à l'état B. La quantité Qs de chaleur fournie par. 
le foyer pendant ces trois transformations est 



0- = « [X'' 



Ct/T-i-L 



.+rc..T]. 



Enfin la vapeur se rend dans le corps de pompe, travaille, et 
se détend de la pression p^ à la pression px du condenseur Sui- 
vant la ligne adiabatique BC. Quoique d'abord surchauffée. 
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la vapeur devient bientôt saturée pendant la détente; elle se 
condense ensuite partiellement, et se trouve au titre ^i quand 
elle arrive au condenseur, où elle se liquéfie. L'eau est alors 
à rétat D, et le jeu de la pompe alimentaire, qui la porte dans 
la chaudière, l'amène à l'état primitif E sous la pression p^ 
suivant une ligne adiabatique D£ qui est sensiblement une 
droite parallèle à op, puisque le changement de volume esl 
très-faible. 
La quantité de chaleur dégagée sur le condenseur est 

Q, = ML, Xi , 

et la chaleur transformée en travail 

Pour déterminer le titre final Xx de la vapeur, nous appli- 
querons réquation 



/ 



dQ 
-^ = 0, 



vraie pour tout cycle fermé (n" 68). Dans le cas actuel cette 
équation devient 

On en déduit 

En portant cette valeur de x^ dans Texpression de la chaleur 
transformée en travail, il vient 

/;m-ï)--x:'^'(-t)'"} 
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Le travail produit par un kilogramme de vapeur est donc 

t.- T. 



=e[l. 



T. 

+ 



XM-t)-<-«'(-ï)-] 



Dans la machine ordinaire nous avons trouvé ( n" 105) 

En remarquant que m est à peu près égal à C, on voit que 
dans la machine à vapeur surchauffée il y a un bénéfice de 
travail égal à 

(12) S-S. = Ef •C'(i-^rfTV 

Supposons que, la première chaudière étant à i5o degrés et 
le condenseur à 5o degrés, comme précédemment, la va- 
peur soit surchauffée jusqu'à 3oo degrés et que la détente 
soii complète. La chaleur spécifique C de la vapeur surchauf- 
fée est encore mal connue ; nous la supposerons constante et 
égale à o,48o5. On trouve alors Xi = 0,771, S — So = 23E, d'où 
l'on déduit S = i55E. On voit que, sans dépense nouvelle de 
combustible, le rendement de la machine est augmenté du 
sixième de sa valeur. Aussi l'emploi de la vapeur surchauffée 
esi-il l'un des perfectionnements les plus importants qui aient 
été apportés à la machine à vapeur. 
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109. Il est important, comme nous l'avons vu, pour le ren- 
dement de la machine, que les deux températures TaCtT,, 
entre lesquelles elle fonctionne, soient, l'une aussi élevée, 
l'autre aussi basse que possible, et que la vapeur opère sa dé- 
lente complète de l'une à l'autre. Mais cette dernière condi- 
tion exigerait que la machine eût des dimensions impossibles 
à réaliser. On a essayé de résoudre la difficulté en employant 
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deux liquides très-inégalement volatils, par exemple Teau ei 
rétlier. La machine est double; la vapeur d'eau produite dans 
la chaudière par la chaleur du foyer à la température T, se rend 
dans un condenseur, qui est à une température T' intermé- 
diaire entre Ts et T,; la chaleur dégagée dans ce condenseur 
sert ensuite à vaporiser Téther; la vapeur d'éther, produite à 
la température T', pousse un second piston et se rend dans uo 
second condenseur à la température T|. Le premier*conden- 
seur joue le rôle de foyer pour la machine à éther. Or on peut 
choisir la température intermédiaire T' de manière à rendre 
possible la détente complète delà vapeur d'eau entre les tem- 
pératures T, et T' et celle de la vapeur d'éther de T'a T,. 

Au point de vue théorique, une machine à deux liquides se 
comporte exactement comme une machine à un seul liquide 
fonctionnant entre les mêmes limites de température T, etT,. 

Supposons les machines parfaites, c'est-à-dire fonctionnant 
suivant des cycles de Carnot. Dans la première machine, fonc- 
tionnant entre les températures T, et T', le foyer fournil une 
quantité de chaleur Qj, dont une partie 

est transformée en travail ; l'autre partie 

T' 

se dégage dans le premier condenseur et sert de foyer à la 
seconde machine. Celte nouvelle quantité de chaleur Q' se di- 
vise en deux parties; Tune 

r-T, 

est transformée en travail, l'autre 

0'- 

se dégage dans le deuxième condenseur et est définitivement 
perdue. 
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La quantité totale de chaleur transformée en travail est donc 

y» — j «- V — Y' — — ^* — f — ^ ^' — f — — ^' — T — ' 



La chaleur perdue est 



Q' jî — Qî ôT 



Les résultats sont exactement les mêmes que si Ton avait 
employé une machine unique fonctionnant suivant un cycle 
de Carnot entre les deux températures extrêmes Tj et T, des 
deux machines accouplées. 



— »■>■» 
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CHAPITRE YL 

ÉCOULEMENT DES FLUIDES. 

Principes généraux. — Écoulement d'un liquide; — d'un gaz parfait. 

lement des vapeurs. — Injecteur Giffard. 



— Écou- 



PRINCIPES GÉNÉRAUX. 



110. Imaginons deux cylindres communiquant ensemble, 
la section du premier cylindre étant très-grande par rapporta 
celle du second (fig, 26). Supposons que deux pistons A eiB 

Fig. q6. 



k A 



a. 



ft ' -! If 



B 



B' 



se meuvent dans ces deux cylindres, et qu'une certaine masse 
de fluide soit enfermée entre eux. Il y aura écoulement du 
grand cylindre vers le petit, si la pression /?„ exercée sur le 
fluide par le piston A, est supérieure à la pression f, 
qu'exerce le piston B. Appelons Vi le volume spécifique du 
fluide dans le grand cylindre et T, sa température, à une assez 
grande distance de l'ouverture; fa et T, le volume spécifique 
et la température dans le petit cylindre. Soient encore Wielw, 
les vitesses de translation du fluide dans les deux cylindres, 
et considérons l'état des choses lorsque l'écoulement est de- 
venu régulier. 

Appliquons à la masse totale de fluide en mouvement le 
théorème des forces vives. Au temps t, cette masse occupe le 
volume AB; au temps t-hdtf le piston A étant venu en A', 
le piston B en B', la masse fluide occupe le volume A'B'. 
Écrivons que la variation d'énergie totale est égale à la somme 
des travaux des forces extérieures (n" 26). Si l'on compare 
la masse fluide dans ses deux positions AB, A'B% on re- 
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marque que les parties qui occupent dans les deux cas le 
volume A'B sont dans le même état et par conséquent ont la 
même énergie; la variation deTénergie est donc la différence 
entre l'énergie de la masse BB' et celle de la masse AA'. Ap- 
pelons dm les poids des masses égales AA', BB' ; désignons 
par U, rénergie intérieure de l'unité de poids de fluide à la 
lempéralure T, et sous la pression p,, par U, celle qui se rap- 
porte à la lempéralure T, et à la pression /?,. L'énergie totale 

de la masse AA' sera exprimée par dm f — î- -+- U,)? celle de la 

masse BB' par dm ( — ^ -f- U, j ; la variation d'énergie de la 
masse totale de fluide en mouvement est donc 

D'autre part, le travail des pressions esip^Vydm — piVidm. 
L'équation des forces vives devient ainsi 

dm ( —2 -h Uj -- U, j z= p, (;, rfcj — p, Vi dm, 



d'où l'on tire 



wl — w"^ 



2g- 

Cette équation suppose qu'il n'y a pas eu de communication 
calorifique avec l'extérieur. 

lit. Le changement d'état du fluide s'opère entre une cer- 
taine surface courbe abc située dans le grand cylindre et une 
surface plane de dans le petit cylindre; une molécule du fluide 
suit une ligne telle que A/r, normale à ces deux surfaces. 
Considérons donc une masse inOniment petite m de fluide, 
se mouvant suivant la ligne hk; la pression extérieure qui 
s'exerce sur cette masse m n'est pas la même tout autour; elle 
est plus grande à gauche qu'à droite : c'est là ce qui produit 

l'accroissement de son énergie sensible Étudions main- 
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tenant le mouvement intérieur de la masse m^ c'est-à-dire son 
mouvement relatif à son centre de gravité; nous savons 
que le théorème des forces vives s'applique au mouvement re- 
latif au centre de gravité. Si la pression extérieure qui s'exerce 
sur la surface de la masse m était uniforme, le travail de cette 
pression dans le mouvement relatif serait — mgpdv; cette 
pression n'est pas uniforme, mais la différence qui en résulte 
est une quantité petite d'ordre supérieur et par conséquent 
négligeable. Si donc on désigne par mgdQ la quantité de cha- 
leur que reçoit la masse m dans le temps dt, le théorème des 
forces vives appliqué au mouvement intérieur de cette petite 
masse (n® 28) donnera l'équation 

mgdl] = mg E rfQ — mgpdv, 
ou 

{a) dQ=zA(d\]-hpdv). 

C'est la première équation fondamentale (n** 38). Nous admet- 
trons que la même relation (p(T, c,/?) = o, entre les trois 
quantités qui caractérisent l'état intérieur de la masse m, sub- 
siste, que cette masse ait ou n'ait pas de mouvement sensible. 
Il est évident que la seconde équation fondamentale (n" 67) 

« 

(b) ^ = rff* 

subsistera également, /x étant une même fonction de deux va- 
riables indépendantes. II en résulte que toutes les consé- 
quences que nous avons déduites de ces deux équations fon- 
damentales s'appliqueront à la transformation intérieure de la 
masse m, comme si cette masse n'avait pas de mouvement 
sensible. 

Dans le cas actuel, nous supposons que le passage de la 
masse m du point h au point h s'opère dans un temps assez 
court pour qu'il n'y ait aucun échange de chaleur entre cette 
masse m et la masse environnante; dQ étant nulle, l'équa- 
tion (a) se réduit à 

rfU -i- pdv = o. 



ÉCOULEMENT DES FLUIDES. I29 

* 

On en déduit, en intégrant du point h au point k, 



(2) 



u,-u.=- r^rfi^, 



el, en remplaçant U, — Ui par sa valeur dans Téquation (i ), 






Si Ton intégre le dernier terme par parties, cette équation se 
simplifie et devient 



(3) ^ 






Le volume c, qui entre sous Tintégrale, est une fonclion de 
la pression /?, donnée par cette condition que la transformation 
du fluide s*opère suivant une ligne adiabatique, c'est-à-dire 
sans communication calorifique avec Textérieur. 

ÉCOULEMENT d'uN LIQUIDE. 

112. Appliquons ces résultats à l'écoulement d'un liquide 
regardé comme incompressible; le volume i' est alors con- 
stant, et l'équation (3 ) devient 

Supposons que la section du cylindre soit très-grande par rap- 
port à celle du tube d'écoulement, la vitesse W\ sera très- 
petite et négligeable, ce qui réduit l'équation à 

(5) ^ = (^._^,),. 

On arrive ainsi à une formule bien connue d'hydrodynamique 
qui renferme la loi de Torricelli sur l'écoulement des liquides. 

ÉCOULEMENT d'uN GàZ PARFAIT. 

113. Pour étudier l'écoulement d'un gaz, il sera plus com- 
mode d'employer l'équation (i), parce que l'on connaît la va- 

9 
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leurdeTénergie inlérieure. On a, en effet, pour les gaz(n°51)^j 

U,-U,:=Ec(T,-T.), 
p.c, = a/?ai'«T,, 

Si l'on substitue ces valeurs dans Téquation (i), il vient 



iv] — iV] 



(a/>on-fEc)(T.-TO. 



""g 
On a d'ailleurs (n® 46) 

a poVo = ^{C — 6*); 



on en déduit 

(6) 



(Vj — (V 



g 



i. = EC(T,-ï,). 



On ne connaît pas ordinairement la température T3 dans 
tube d'écoulement, mais on peut la calculer en fonction de lij 
pression p^ qui est connue. On a, pour un gaz parfait (n°50),] 
l'équation générale 



pC pC _- gn^ 



Comme la transformation du gaz a lieii dans le cas actuel sui^j 
vant une ligne adiabatique, la valeur de fx est constante, et l'oil 
peut écrire 



On a aussi 



P' ^? = P2 t'Ç- 



pi ^1 _ T.. 

fi Va "" Ti ' 



de ces deux relations on déduit 



fê)"'=r; 



el 

(7) 



C—c 



(Pi) ' - Ti 



Cette équation (7) fera connaître la valeur de Tj; en substi- 
tuant cette valeur dans l'équation (6) on aura la vitesse d'écou- 
lement (Vj. 



i 
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Lorsque la vitesse cv, est négligeable, Téquation (6) se ré- 
duit à 

(8) ^ = EC(T,~TO. 

114. Application numérique. — Appliquons celte formule 
i l'écoulement d'une masse d*air qui sort d'un vase où la 
température est de 3o degrés et la pression d'une atmosphère 
et demie, et qui se rend dans l'atmosphère. On a alors 

3 
/, = 3o", pi = - atm., Pi = I atm. 

C = 0,2876, <? = o, 1684, C — c = 0,0791. 

En substituant ces valeurs dans l'équation (7), il vient 

79' 



(o \ 2375 
^j =269", 



OU 

/, = — 4». 

La formule (8) donne alors 

<V2=: 258". 

On voit que dans ces conditions l'écoulement du gaz est ac- 
compagné d'un grand abaissement de température et qu'il a 
lieu avec une vitesse considérable, 258 mètres par seconde. 

115. Considérons encore deux vases A et B {Jig. 27) com- 
muniquant à l'aide d'un tube fermé par un robinet, et remplis 

Fig. 27. 




l'un même gaz dans des conditions différentes, et étudions 
e phénomène qui se produit quand on ouvre le robinet qui 
es sépare. 

Appelons V, le volume du ballon A, M, le poids de gaz 
lu'il renferme d'abord, Vi le volume spécifique de ce gaz, 

9- 
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fx sa pression, Ti sa température; appelons V», Ma, t'}, p^, les 
mêmes quantités relatives au ballon B. 

Supposons p^ ^fi et considérons Tétat des choses au mo- 
ment où un poids M de gaz s'est écoulé du vase A dans le 
vase B. Le poids du gaz renfermé dans le ballon A est alors 
Ml — M, et son état est caractérisé par les valeurs c',, p',,!*,; 
le ballon R renferme un poids M, h- M de gaz dont Tétatesl 
caractérisé par les valeurs i'',, /?',, T',. Toutes ces valeurs nou- 
velles sont des fonctions du poids M de gaz écoulé; il s*agit 
de les déterminer. 

Le poids M, — M de gaz n'occupait d'abord qu'une partie du 
ballon A; ce gaz s'est ensuite dilaté de manière à occuper le 
volume tout entier V,, sans communication de chaleur avec 
l'extérieur. On a donc, pour la transformation de cette masse 
de gaz, qui s'effectue suivant une ligne adiabatique, l'équation 

P\"^\^ = P" ^^y 
c 






Le rapport j- est connu; car on a 



d'où 



V. . V. 



«', _ M. - M 

f'. ~ M, ' 



et, par suite. 



(9) 






C 

M. -M 

M. 



cetie équation donne la pression p\ dans le ballon A. 

Pour déterminer la température T, , nous remarquerons 
qu'on a encore, pour la même transformation^ 



T.' ~ V\ ) 



C-r 
c 
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l'on 



r, /M. -M 



. 1, /M, — M\ 



C" 



Les équations (9) el (10) délerminenl complélemeni Télal du 
gaz dans le premier ballon. 

Dans le second ballon B, il y a un poids Ma-i- M de gaz for- 
mant un mélange homogène. L'énergie totale de la masse en- 
tière de gaz renfermée dans les deux ballons n'a pas changé 
pendant l'opération, puisqu'il n'y a pas eu de travail extérieur 
accompli; cette condition permettra de déterminer l'état du 
gaz dans le ballon B. On a en général, pour l'unité de poids 

d'un gaz ( n** 51 ), 

Unz:U.4-EcT. 

En écrivant que l'énergie totale est la même au commence- 
ment et à la fin de l'opération, on obtient l'équation 

M.(U„-hEcT,)-4-M5(U«-f-EcTO 
•=(M.-M){Uo+Ecr.) + (M,+ M)(U.4-Ecrj, 

ou bien 

M.T, + M,T, = (M.-M)r. + (M,4-M)T;. 

Si l'on remplace T, par sa valeur tirée de l'équation (10), on 
en déduit 



î'O r,:=: 



M.T, M, T. r / M.~M y 



Pour calculer la valeur de p\, nous nous servirons de l'é- 
quation 



» 



ou 



On a d'ailleurs 



/?2 i^2 Ta 

Ei — li^ 
P2 Ij ^i 



i'2 _ M, H- M . 
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ce qui donne 

/?, "" M, ^ T, ' 

ou bien, en remplaçant T'j par sa valeur tirée de l'équation (n), 

Les équations (9), (10), (n), (12) font connaître Tétai du gaz 
dans les deux ballons en fonction du poids M de gaz qui s'est 
écoulé. 

116. L'écoulement cesse quand les pressions/?', et p^ dans 
les deux ballons deviennent égales; on a alors, en égalant les 
valeurs de ces deux pressions. 



c / 

M.-M\'- M.T 



if-iv/Jt 



Cette équation permet de calculer le poids M du gaz écoulé. 
Comme on a 

T, __ /?, r, 



et 



il en résulte 



T,- 


p,v. 


M, 

M, 


V, i'. 


M.T, 


V,/>, 



Si Tom substitue cette valeur dans l'équation précédente, il 

vient 

c 

Mr-M\' [ V.\_ / , p. 

M. 
on ein déduit 



)'(/'• -^^'v;)=^^('^^;)' 



c 
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et réqualion (lo) devient 



^^' T, L/'.{V. + V,)J 



C 



117. Pour appliquer ces formules au cas où récoulemenl 
s'opère du vase A dans l'atmosphère, il suffit de supposer que 
le volume V, du vase B est infini, ainsi que la massé Mj. Les 
équations (i3) et (i4) se réduisent à 



A'-i^f]- 



(i5) M 

el l'équation (i i) à T, = T,, résultat évident à priori. 

application numérique. — Supposons que le volume Vi du 
ballon A. soit de i mètre cube, et qu'il renferme de l'air sec à 
la température de 3o degrés, sous la pression de 5 atmo- 
sphères; le poids du gaz est de 5^'',8256. L'écoulement cessé 
quand la pression dans le ballon est de i atmosphère; on a 
alors 



M 



= M.|^i-(gyJ = 3'^^9652, 



r, = 190°, d'où ^, = — 83°. 

L'écoulement du gaz est donc accompagné d'un abaissement 
considérable de température. 

118. Nous pouvons maintenant étudier plus complètement 
l'une des expériences par laquelle M. Joule a démontré que 
le travail intérieur est négligeable dans les gaz (n°54.). Sup- 
posons que le ballon A soit plein de gaz et le ballon B vide; 
il suffit alors de faire dans les équations générales 

Mj = o, ^2 3= o. 

U n'y a pas lieu d'attribuer au ballon vide une température 
initiale. La notion de température suppose essentiellement 
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l'existence d'une matière pondérable; dans la théorie des on- 
dulations, l'éther libre est considéré comnne un milieu parfiî- 
tement élastique, .servant à transmettre les ondulations; dis 
que l'onde est passée, Téthér revient au repos; ainsi on regarde 
réther libre comme un milieu jouissant de la propriété de 
transmettre intégralement la force vive émise par la source, 
sans en rien retenir pour lui-même. 

L'équation (i3) détermine d'abord le poids M dugazqui 
s'est écoulé. 



[-{^f} 



(17) M = M. 

On en déduit 

M, -M _ / V, Y 

M, ~ Vv.-hvJ ' 

et les équations (9}, (10) et (i i) deviennent 



G 



(18) p,=p,=p,[-^^^j =P'y7^rv,' 



C — c C—c 

C 



"9' '•. = ^. (V^) • = M^) 



'») '•.=4T-(V^)>- 



,- " 



Y.-l-V, 

C 



V, 
I — 



V.-hV- 



On voit que la température finale T,, dans le ballon A qu 
renfermait le gaz, est inférieure à la température initiale Ti 
et que la température finale T^ du ballon vide B est plus élc 
vée que T,. L'écoulement du gaz a été accompagné d'unr( 
froidissement dans le ballon A. 

119. Comme dernière application, supposons que le ba 

Ion B soit vide d'abord et qu'on le mette en communicaiH 

* avec l'atmosphère; il suffira de regarder le ballon A coran 
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Infini et de faire dans les formules du numéro précédent 
Ml — GO, V, =00. Les équations (18) et (19) se réduisent à 
p\ =1 p\ = p,, T^ = T, , résultats évidents à priori. Avant d'in- 
troduire dans réquation (17) les hypothèses particulières à la 

y 
question actuelle, il faut la transformer; on a i'i^rjî^» ou 

V 

M,= —• Si Ton remplace M, par sa valeur, Téquation devient 



M = 



ïl-(v^)j 



y. 



'[■"(-Wl 



ïl-^[-(-T;rï 



si l'on développe cette expression en série, il vient 

"=^■[c-^B(^^••■]■ 

Le volume Vi étant infini, le second membre se réduit à son 
premier terme, et l'on a 

L'équation (20) 

M,T, 



r.= 



M 



[- ( V^) "]• 



présente la même difficulté que la précédente. On peut ré- 
crire 

c 



r.= 



M. T. 



['-i-m 



M 

et, en développant le second membre en série, 

M.T, rc M 



r,= 



M 



[^^-■"(Ë)"--] 
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Comme Mi est inflni, celte équation se réduit a 

(22) T,= -T.. 

\ / ^ c 

Application numérique, — Supposons que la température 
de Talmosphère soil de 20 degrés, on aura T, = 273-h 20=293, 
et, en vertu de l'équation (22), T3 = 4'^ ou ^31=140 degrés. 
Ainsi la rentrée brusque de l'air dans le vase B produit une 
grande élévation de température. 

120. Cette dernière expérience donne un moyen très-simple 
de déterminer le rapport des chaleurs spécifiques; on déduit, 
en effet, de Téquation (22) 

Mais comme la température T^ est difficile à observer, on pré- 
fère recourir à une mesure de pression. Si Ton ferme le robi- 
net aussitôt après la rentrée du gaz, on enferme dans le vaseB 
une certaine masse de gaz à la température T^ et à la pression 
atmosphérique px\ si on laisse ensuite refroidir ce gaz jusqu'à 
la température T, de Tair ambiant, sa pression s'abaissera jus- 
qu'à une pression p' inférieure à /;, ; comme le volume spéci- 
fique du gaz reste le même, on a 

El —Il 

/ ~ T. ' 

et réquation (23) devient 

(.4) ^-^P-r 

^ c p 

ÉCOULEMENT DES VAPEURS. 

121. Considérons, comme nous l'avons fait pour les fluides 
en général, deux cylindres A et B {fig. 28) fermés par des pis- 
tons et renfermant un mélange de liquide et de vapeur qui 
s'écoule du cylindre A dans le cylindre B. Appelons x^ le titre 
de la vapeur dans le premier cylindre, x^ le titre dans le tube 
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d'écoulement. Nous admettons que la vapeur ne se surchauffe 
pas pendant l'écoulement; on verra plus loin que cette hypo- 
thèse est conforme à Texpérience. 

Fig. 28. 



a 



•k ^t 



La transformation s'opère entre deux surfaces acb, de, très- 
voisines de l'ouverture; si l'on considère une petite masse m 
décrivant la trajectoire hky d'après ce que nous avons dit 
(n° lUj, on peut appliquer à la transformation intérieure dç 
celle masse toutes les formules qui ont été établies dans le 
Chapitre précédent pour l'étude de la transformation d'un mé- 
lange de liquide et de vapeur. Comme nous admettons que le 
passage de la masse m du point h au point k s*opère dans un 
temps assez court pour qu'il n'y ait pas communication de 
chaleur entre cette masse m et la masse environnante, nous 
emploierons les équations (i5) et (16) du n® 100, 

T, T. - Jt "^ 



U, - U, = EL, X, 



4-E 



T,~T, 



T. 



(0 



En remplaçant U, — U, par sa valeur dans l'équation générale 



2 



g 



= />! i'i — ^2 <^J — ( U2 — U, ) , 



que nous avons trouvée ( n** 110 ) pour l'écoulement des fluides, 
on obtient l'équation 



(25) 



— — ~ liL, X, — 

2g T, 



eT 'm(i-'^\dT-^ r\dp. 
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Si la section du vase Â est assez grande pour que la vi- 
tesse Wi soit négligeable, cette équation devient 

2gr T, 

Dans la pratique, on peut regarder le volume spécifique m du 
liquide comme constant, et remplacer le coefficient m parla 
chaleur spécifique C supposée constante,' ce qui donne la for- 
mule approchée 

^'2 —v\^ '^' — '^^ 

— - — lîiL.i Xx — = 

(27) ' ^ 



EC 



(t, - T, - T, log ^) H- w {p^ - PO. 



Nous avons admis que la vapeur reste saturée dans le tube 
d'écoulement. Pour justifier cette hypothèse, supposons la 
vapeur saturée et sèche dans le cylindre A, et soit t = iSs'a', 
pt = 5 atm., Pi = I atm. = 10 334''". La vapeur s'écoulant dans 
l'atmosphère, sa température tt est alors évidemment de 
100 degrés. Les Tables d'expériences de M. Regnault donnent 
pour ces températures 

L, = 499, 
Lj = 536 . 

On a d'ailleurs a = 0,001; on déduit des formules précé- 
dentes 

:rj = o,9i, 

Wi = 734". 

Ainsi, non -seulement la vapeur reste saturée, mais il y a con- 
densation partielle dans le tube d'écoulement. 

122. Si la vapeur, au lieu de se rendre dans l'atmosphère 
par un long ajutage, sort du vase A par un orifice en mince 
paroi [fig- 29), l'expérience apprend que le jet s'élargit très- 
rapidement, de sorte qu'à une petite dislance de l'orifice, sur 
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une surface déjà grande def^ la pression devient égale à la 
pression atmosphérique /?», et la vitesse w^ très-petite. Il est 
impossible qu'il y ait condensation partielle de la vapeur 



Fig. 29. 
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comme dans le cas précédent. Admettons en effet que la va- 
peur soit saturée sur la surface def\ la température /, serait 
de 100 degrés; comme on a d'ailleurs T,>Tj, les trois termes 
qui composent le second membre de l'équation (26) étant 
positifs, iv, aurait nécessairement une valeur assez grande. 
Mais, comme nous l'avons dit, à cause du rapide épanouisse- 
ment du jet de vapeur, tv, est très-petit sur la surface def; 
on en conclut que l'hypothèse est inadmissible, et par consé- 
quent que la vapeur est surchauffée. 

Nous avons trouvé (n° 111), pour toute transformation d'un 
fluide, l'équation 






qui se réduit à 






quand m/,=o. On peut appliquer cette équation à chaque phase 
de la transformation et écrire 

Cette intégrale a une signification géométrique dont il est fa- 
cile de se rendre compte. Soit A (fig* 3o) l'état initial de la 
vapeur saturée sèche, R l'état final; menons par le point A la 
courbe L de saturation. Pour aller de l'état A à l'état B, le mé- 
lange suit une courbe telle que ADB, et si la vitesse w, est 
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sensiblement nulle au point B, l'aire totale de la courbe, 
comptée sur l'axe op comme base, doit être sensiblement nulle. 
Le point B doit donc être situé de telle sorte que Taire néga- 
tive BDD'B' soit égale à l'aire positive AA'D'D. 



Fig. 3o. 
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La vitesse du mélange, à l'orifice même, est très-grande; 
comme la vitesse était nulle sur la surface abc {fig. 29), il y 
a eu condensation croissante depuis cette surface jusqu'à l'ori' 
fice et transformation d'énergie calorifique en énergie sen- 
sible, c'est-à-dire en force vive du mouvement de translation. 
A partir de l'orifice, le contraire a lieu, l'énergie sensible se 
transforme en chaleur et la vapeur se surchauffe. 

123. Appelons T' la température et U' l'énergie intérieure de 
la vapeur surchauffée à l'état B, Puisque les vitesses tv, ettVî 
sont très-petites, l'équation (i) se réduit à 

U'— Ui = /?, Vi — piV'. 

Concevons que l'on aille de A en B par le chemin AFB {fig. 3o); 
caractérisons par l'indice 2 l'état du mélange en F; pour la 
transformation suivant la ligne de saturation AF, on a, d'après 
l'équation approchée (i4) du n" 99, 

Ua--U.=:E(L,~L,) + EC(Ta-T,)-p,t/a-h/?.^i + (;;,—/?.)''• 

Pour la transformation FB de la vapeur surchauffée à pression 
constante pi, on a 

EdQ = EC dT = dV -{- p,dv. 



( • 
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d'où 

U'- U, = EC ( r- TO - p. ( i^'- i'O. 

On en déduit 

U'- U. = E(L,- Li) 4- EC (T.- T.) 4- EC (T'~ T,) 

et, en égalant cette valeur de U'— U, à celle trouvée précé- 
demment, 

( 28) C(T,- T.) + C'(T'- TO H- L,^ L. 4- A {p, — p^) u = o. 

la pression pi est donnée : c'est la pression atmosphérique; 
Xest la température de la vapeur saturée sous cette pression 
pi] réquation (28) donnera la température T' du jet après Té- 
panouissement 
Delà formule empirique 

L = 606, 5o — 0,695 /, 
on déduit 

La — Li = 0,695 (/| — /î). 

On a d'ailleurs approximativement C = i, C'=o,48o5,a =0,001; 
en substituant dans Téquation (28), on obtient la formule 
pratique 

(29) /'— /a = 0,6348 ( /i— ^) -h 0,o5o6(/7, — /7j), 

dans laquelle les pressions /?i et p^ sont exprimées en atmo- 
sphères. 

^application numérique :ti = i 5o®, p, = 4, 7,/?2= i , ^î= 100°; 
on trouve t' = i32°. 

INJEGTEUR GIFFARD. 

124-. L'injecteur imaginé par M. Giffard est destiné à rem- 
placer la pompe alimentaire dans les machines à vapeur; un 
jet de vapeur, sortant de la chaudière, aspire Teau alimentaire 
et la fait pénétrer dans la chaudière elle-même. Pour bien 
faire comprendre le jeu de cet appareil ingénieux, considérons 
un cylindre A (Jig. 3i), muni d'un piston et renfermant de la 
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vapeur au tilre ^i, à la température T., sous la pression p,. 
Cette vapeur s*écouIe par un tube a et rencontre de l'eau 

Fig. 3 1 . 




froide qui vient d'un vase C où elle est à la pression atmo- 
sphérique /?o et à la température T.. La vapeur se condense 
au contact de Teau froide; la chaleur dégagée par la condensa- 
tion se transforme en énergie sensible et le jet liquide sort 
dans l'air par le tube F avec une grande vitesse. Il pénètre 
alors dans le tube G qui communique avec un deuxième cylin- 
dre B muni d'un piston et s'arrête dans ce cylindre à la tem- 
pérature Ta et à là pression ;?,. 

Calculons d'abord la vitesse du liquide à la sortie du tube F 
dans l'air. Appelons U, et Uo l'énergie intérieure dans le cy- 
lindre A et dans le réservoir C; Tj la température et U', ^éne^ 
gie intérieure du jet liquide dans l'air, Mi le poids de vapeur 
qui sort de la chaudière pendant une seconde, et Mo le poids 
d'eau que cette vapeur entraîne. Pendant un temps inflni- 
menl petit 0, le poids du liquide qui sort par le tube F est 
égal à 

M,0-f-Mo0. 



Comme il n'y a pas de communication de chaleur avec l'ex- 
térieur, la variation d'énergie de cette masse liquide est égale 
au travail des forces extérieures pendant le même temps. L'é- 
nergie totale du liquide en F est 

(M. -+- Mo ) — 4- ( M. 4- M.) e u;, 

w étant la vitesse d'écoulement; l'énergie primitive de la 
même masse était 

M, eu, 4- M. eu.. 
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Quant au travail des forces extérieures, il se compose : i" du 
iravail de la force motrice dans le cylindre A, lequel est 
+/?,Mii', ô; a° du travail résistant de la pression extérieure 
en F, — /?.(Mi-l- Mo) Q^^ ; 3*» du travail produit par la pression 
atmosphérique dans le vase C, et par la pression de la colonne 
de liquide dont la surface est à une hauteur h au-dessus du 
lube d'écoulement, ce qui fait -|-/?oMot'«0-f-Mo0/i. En sup- 
primant le facteur Q qui est commun à tous les termes, on a 
donc réquation 

(M.+ M.) — -+-(M, H-M.)U',-M,U.-M.Uo 

=r/?, M, i',7-/?.(M, H-McjC^'j 4-p.Mot'oH-MoA. 

D'après l'équation (i3) du n° 99, le mélange de vapeur et de 
liquide dans le cylindre A a pour énergie intérieure 

U.==Uo+EC(T,— T«)^-EL,a;,-/?,(t',~M); 
le liquide qui s'écoule dans l'air, 

U',==U.-f-EC(r,-To). 

En substituant ces valeurs dans l'équation précédente et re- 
marquant que les volumes spécifiques Vq et v\ peuvent être 
remplacés par'z/, on obtient l'équation 

(M.-f Mo) — + MoEC(^', - /„) + M. ECl/', - t,) 

=2 EM, L, Xy -h M, (/?, — /7o) w 4- Mo A, 

qui permet de calculer la vitesse d'écoulement tv, si Ton con- 
naît la température t^ du liquide. On peut remarquer que le 
terme le plus important dans le second membre est EM,L,a7,, 
qui provient de la condensation de la vapeur; c'est surtout 
l'énergie calorifique due à cette condensation qui produit l'é- 
nergie sensible. 

125. Examinons maintenant la seconde partie de l'appareil, 
et écrivons encore que, pendant un temps infiniment petit 0, 
la variation d'énergie intérieure du liquide est égale à la 
somme des travaux des forces extérieures. En appelant Ua fé- 

lO 
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nergie intérieure de l'unité de poids dans le cylindre B,Vî le 
volume spécifique, et admettant que le liquide arrivé dans le 
cylindre n'a plus de vitesse sensible, on a réquation 

(M.4-M.)0U,-(M.-hM.)0(^-hU',) 

En substituant à U, et U', leurs valeurs et faisant les simpli- 
fications habituelles, il vient 

Si Ton connaît la température t^ dans le vase B, celle équation 
permet de calculer la pression p^ que le jet liquide est capable \ 
de vaincre. 

En ajoutant à Téquation (3o) l'équation (3i) multipliée par 
(Ml -h Mo), tous les termes relatifs à l'état intermédiaire dispa- 
raissent, et il vient 

j EC [Mo (^~^) -h M. (/,-/.)] 

1 = EMi L, Xi + M. (/?o — ;?2) w H- M, (p, — /?,) fi + M.ii. 

On aurait pu écrire cette équation directement, en appliquant 
l'équation du travail aux deux états extrêmes. 

Dans la pratique, les deux cylindres- A et B sont deux por- 
tions de la même chaudière et les pressions /?i et^a sont égales. 
En outre le réservoir G de liquide est situé au-dessous du lube 
d'écoulement, il faut donc remplacer h par — h'. On peut alors 
calculer la quantité d'eau froide entraînée par un poids donné 
de vapeur. L'équation (32) donne 

Mo_ ELi g;. -I- EC ( /, — U) 

M, ""ECl/j— /o) ^(p. — Po) u-h h'^ 

M._ . L.^,H-C(/, — /,) 



n3ï 

^ ^ Mi G(/,— ^o)4-A/i'+A(/?. — /?.)a 

Le jet de vapeur qui sort de la chaudière produit donc l'effet 
d'une pompe aspirante et foulante, prenant l'eau dans le ré- 
servoir et la refoulant dans la chaudière. Le dernier terme 
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}o ) u est négligeable, et on peut prendre comme valeur 
!e 

M, _ L,x,-i-C(/.— ^) 
M,"" C(^--^) + AA'* 

18 que la vapeur fournie par la chaudière soit sèche 
! liquide refoulé ait la température de la chaudière, 
ilors :r, = î et ti= /,, ce qui donne 

Mo L| 

M, ""C{/,— /.)+ Ah'' 



10. 
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CHAPITRE VIL 

FUSION ET SOLIDIFICATION. 

Passage de l'état liquide à l'état solide. — Transformation d'un mélange de 
liquide et de. solide. — Température de fusion de la glace. 






PASSAGE DE l'ÉTAT LIQUIDE A l'ÉTAT SOLIDE. 

126. Quand on échauffe progressivemeni un corps solide 
sous une pression donnée, il arrive un moment où la fusion 
commence; pendant tout le temps que dure la fusion la tem- 
pérature reste constante. La température de fusion d'un corps 
dépend de la pression qu'il supporte; c'est une fonction delà 
pression que nous représenterons par t=:f{p); c'est la tem- 
pérature maximum de la forme solide sous la pression /?. Un 
kilogramme du corps, en se liquéfiant, absorbe une certaine 
quantité de chaleur L que l'on appelle chaleur latente de 
fusion. 

Le passage inverse de l'état liquide à l'état solide est moins 
régulier. On peut maintenir un corps sous la forme liquide à 
une température bien inférieure à celle de la solidification 
normale. Ici encore, comme pour la vaporisation, la chaleur 
latente de solidification retardée est plus faible, en général, 
que la chaleur latente de solidification normale. 

Soit en effet / la température de solidification normale d'un 
corps sous la pression />; nous pouvons amener un kilogramme 
du corps de la température / à la température t — de deux 
manières, en le solidifiant d'abord à la température normale t 
et abaissant ensuite le corps solide de / à /— 0, ou bien en abais- 
sant d'abord le liquide de / à / — et le solidifiant ensuite à 
cette température ^ — 0, la pression restant toujours la même 
et égale à p. Appelons C la chaleur spécifique à l'état liquide, 



FUSION ET SOLIDIFICATION. l49 

C' la chaleur spécifique à l'état solide, L la chaleur latente de 
solidification normale, et L' la chaleur latente de solidification 
retardée à la température t — 0, 
La chaleur perdue pendant la première transformation est 



r Cdi; 

Je-d 



pendant la seconde transformation elle est 

t 



i 



Cdi-hV. 



Ces deux quantités de chaleur sont égales; car le travail ex- 
térieur est le même dans les deux transformations, ainsi que 
la variation d'énergie intérieure. On a donc 



d'où 



Jt-^e Jt—o 

Jt—o 



Comme la chaleur spécifique G du liquide est plus grande 
que la chaleur spécifique C du solide, il en résulte que la 
chaleur latente normale L est ])lus grande que L'. 



TRANSFORMATION D UN MÉLANGE DE LIQUIDE ET DE SOLIDE. 

127. Considérons im mélange de liquide et de soIid(^ formant 
un poids total de i kilogramme à la température /. Soient x 
le poids du solide, i — x celui du liquide; désignons par u 
ei u' les volumes spécifiques du liquide et du solide; le vo- 
lume spécifique v du mélange sera 

(i) (;z=m{i — x) -^ h'x =: u-\-(u' — u)x. 

Comme nous l'avons fait pour le mélange de liquide et de va- 
peur, nous prendrons t ei x pour variables indépendanies. 
Concevons que le mélange éprouve une transformation infi- 
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aiment petite qui le fasse passer de Tétat (/, ^r) à Tétai 
{t -^dt, X -+- dx), la quantité de chaleur nécessaire pouropé- ' 
rer cette transformation sera 

rfQ ^ (.1 - 07) (g + h ^dt^x (C'-I- h' ^\ dt--Ux, 

les lettres accentuées se rapportant à Tétat solide. Cette équa- 
tion est'la même que celle que nous avons trouvée (n° 89) 
pour la transformation d'un mélange de liquide et de vapeur, 
sauf que le dernier terme Ldx, qui correspond à la solidlGca- 
tion du poids dx de liquide, est changé de signe. 
Si t'on pose 

G 4- A -±- =:m, 
dt 

G -^ k' I = m; 
elle devient 

(2) rfQ= [m -h [m! — m)x^ dt — hdx. 

Le travail extérieur accompli est 

rfS = pdv =^p\ 37 + -^ " 7" ^^ \dt-\- p{u' —u)dx. 

Enfin de Téquation fondamentale 

[a] dQ=:k{d[]-hpdv), 

on déduit la variation d'énergie intérieure 

( — [L-\- kp{u'— u)] dx. 

128. Le second membre de cette équation étant une diffé 
rentielle exacte, on a 



:)U r , ^ . du . d(u'—u) 



A -r— = m -+- (m' — m) X — Ap-rr — Apx 
AT--=^L — kp(u'—u)y 

dx r ^ y 



dt 



j 
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et, par suite, 

, D'U dL ., , ,dp, d{u'- u) 

^d^t = -dr-^^"-"^w-^p—di — 

En égalant ces deux dérivées secondes, on obtient l'équation 
de M. Clausius 

On a aussi 

d'après le second principe fondamental -Tp- = d^j., le second 

membre étant la différentielle exacte d'une fonction u. des 
deux variables indépendantes T et or, on en déduit la relation 
de M. W. Thomson 

1 / m — fn' 



que Ton peut mettre sous la forme 
, rfL L , 

pl ' "yTp Tp — ' f^^ ni , 

Enfin la combinaison des équations (>) et (ô.) conduit a la 
troisième relation 

■7) t"^ *"— '^^' 



TEMPÉRATURE 1)E FUSION DE LA GLACE. 

129. Cette dernière équation donne lieu à quelques remar- 
ques importantes. La chaleur latente L étant toujours posi- 
tive, les deux quantités u — u'ei-p^ ont le même signe. La 
plupart des corps se dilatent en se liquéfiant, la différence 
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u— u' est alors positive; on en conclut que la dérivée -tt est 

aussi positive, et par conséquent que la température de fusion 
normale est d'autant plus élevée que la pression est plus forte. 
Cette conséquence de la théorie a été vérifiée par M. Bunsen 
sur le blanc de baleine et la paraffine; en portant la pression 
de I à i56 atmosphères, ce physicien a vu la température de 
fusion du blanc de baleine s*élever de 47^7 ^ 5o°>9' I^ y î* P''0" 
bablement lieu de tenir compte de cette loi en géologie: des 
roches soumises à une énorme pression peuvent rester so- 
lides à une très-haute température. 

Mais il y a quelques corps, et la glace est de ce nombre, qui 
se contractent en se liquéfiant; la différence m — m' est alors 

négative, ainsi que -j-'-^ ^^ ^'^ conclut que la température de 

fusion est d'autant plus basse que la pression est plus ferle. 
Ainsi, de la glace soumise à une forte pression peut se fondre 
à une température inférieure à zéro. Nous pouvons même 
calculer cet abaissement de température; de l'équation (y) on 
déduit en effet 

Supposons que la pression p soit de i atmosphère; on a alors 

pour Teau T=:>.n3°, L = '70,25, m =10,001, u' = — -^ d'où 

'*^ 923 

dT 

—j- =z — 0,0070. 

(Il) 

Ainsi, à un accroissement de pression de i atmosphère cor- 
respond un abaissement de 0^,0070 environ dans la tempéra- 
ture de fusion de la glace. C'est M. James Thomson qui, le 
premier, a indiqué cette propriété de la glace comme une 
conséquence du théorème de Carnot; M. William Thomson, 
son frère. Ta vérifiée ensuite par l'expérience : il a trouvé un 
abaissement de 0^,0075 pour chaque atmosphère, résultai peu 
différent du précédent. M. Mousson , à Taide d'un appareil 
très-ingénieux, a pu abaisser la température de fusion de la 
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ace jusqu'à — 18", en exerçant une pression irès-considé- 
ible. 

130. Une expérience irès-simple de M. Helmholiz porniel 
ie démontrer que réciproquement, quand la pression dimi- 
nue, la température de fusion de la glace devient plus élevée. 
Bans un vase AB (fg. 82), renfermant de la glace fondante, on 

Fig. 3^. 
c 



place un vase métallique C contenant de Teau et dans lequel 
on a fait le vide partiel; on voit des cristaux de glace se for- 
mer dans le vase C, tandis que la glace fond à l'extérieur; on 
en conclut que Teau du cylindre C se congèle à une tempéra- 
ture un peu supérieure à zéro. 

On peut de la même manière expliquer les expériences 
curieuses de Faraday et de M. Tyndall. Une expérience de 
M. T}ndall consiste à placer de la glace pilée entre deux 
moules de buis très-épais creusés de cavités lenticulaires dans 
les deux faces en regard. On comprime énergiquemenl la 
glace entre les deux moules, et quand on les écarte ensuite 
on constate qu'il s'est formé une lentille de glace parfaitement 
homogène et transparente. La glace s'est fondue en partie 
au moins pendant la compression, et le liquide formé s'est 
solidifié de nouveau à la pression atmosphérique. Faraday a 
désigné ce phénomène sous le nom de regel. Il suffit du reste 
que deux morceaux de glace se touchent sous une légère 
pression, pour qu'on les voie se souder l'un à l'autre. Quand 
deux corps solides se touchent par un élément de surface &> 

et sont pressés l'un contre l'autre avec une force F, la pres- 

p 

sion p par unité de surface est /?~ — ; elle peut être très- 

gwnde à cause de la petitesse de w. S'il s'agit de deux mor- 
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ceaux de glace à ^", la pression qui s'exerce au point de contacl 
abaissant la température de fusion, une petite quantité de 
glace se fondra en cet endroit; Feau qui en résulte, se répan- 
dant alentour et n'étant plus soumise à la même pression, se 
gèlera de nouveau. Mais à mesure que le phénomène se pro- 
duit, la surface de contact w s'élargit et la pression p diminue. 
Le phénomène cessera quand &) sera devenu assez grand pour 
que p soit inférieure à la pression relative à la température/. 

C'est là ce qui se passe quand on comprime des morceaux 
de glace dans un vase; les morceaux se touchent par leurs 
aspérités: c'est là que s'exerce la pression la plus forte; ces 
aspérités fondent, les morceaux glissent les uns sur les autres, 
se touchent en de nouveaux points qui fondent à leur tour; 
en même temps, l'eau provenant de la fusion se loge dans les 
vides, où n'étant plus soumise à la même pression, elle se con- 
gèle de nouveau; à la fin on a un bloc de glace présentant la 
forme du vase. 

Toutefois ce bloc de glace diffère par ses propriétés opti- 
ques d'un bloc de glace naturel, comme l'a montré M. Berlin: 
ce dernier, formé de cristaux orientés tous dans la même di- 
rection, présente des apparences de polarisation colorée, tan- 
dis que le premier, composé d'un assemblage de morceaux 
orientés dans tous les sens, se comporte comme un morceau 
de verre. 

Ces phénomènes produits par la pression paraissent jouer 
un grand rôle dans la marche des glaciers. On sait que les gla- 
ciers marchent comme des fleuves : d'après les observations 
de M. Tyndall, la mer de glace de Monlanvers, à Charoouni, 
s'avance de 4 décimètres par jour d'hiver et de 7! décimètres 
par jour d'été. La pression exercée par la colonne de glace à 
sa base peut occasionner une fusion locale et permettre un 
glissement sur les rochers qui forment le lit du glacier. 
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CHAPITRE VIII. 

TRANSFORMATION GÉNÉRALE DES CORPS. 

Coefficient de dilatation cubique; — de compressibilité cubique. — Barre ou fil 
cylindrique. — Phénomènes présentés par le caoutchouc. 



i31. Nous savons qu'il existe une relation 

(p(t, v,p]=o, 

entre la température, le volume spécifique et la pression; 
mais cette relation n'est connue que pour les gaz parfaits. Si 
on l'imagine résolue par rapport à Vy le volume spécifique 
peut être regardé comme une fonction de deux variables in- 
dépendantes t et p. La marche à suivre pour étudier cette fonc- 
tion serait de déterminer d'abord par l'expérience ses deux dé- 
rivées partielles^— et r— pour divers systèmes de valeurs de t 

u t Op 

et de p. 

!•* Laissant p constante, et faisant varier t, on observera la 
variation du volume. Ces expériences donnent ce qu'on appelle 
le coefficient de dilatation cubique sous pression constante ; 
en désignant par a ce coefficient, on a 



I t)*' 

V ôt 

d'où 

2** Laissant t constante, et faisant varier p, on observera la 
variation du volume. Ces expériences donnent le coefficient 
de compressibilité cubique à température constante. En appe- 
lant p ce coefficient, on a 
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d'où» 

(.) 5^ = -^"- 

Deux séries d'expériences, dans lesquelles on ferait vari 

t el p, donneraient les deux fonctions tt- ei ^ de / et »; T 
tégration de la différentielle totale 

dv :=^— at -h xr- «P> 

ou 

dv 
(3) — = adt^^dp, 

ferait connaître ensuite la fonction v=f{t,p). 

132. Après avoir trouvé cette fonction, il faudrait ens 
déterminer l'énergie intérieure. On la déduirait de Téqua 
fondamentale (a), 

'd{] = EdQ--pdv, 

si Ton connaissait rfQ. Nous avons posé (n" 41 ) 

dQ = Cdt -h hdp; 

on détermine C directement par l'expérience; de Vé( 
tion ((33) de M. W. Thomson (n°73) 

on déduit, k Taide de l'équation (i), 

(4) /i = ^AavT, 

En remplaçant A et dv par leurs valeurs (4) et (3), on a 

(5) d[] = {EC — cci^p) dT -h V {^p ^ aT) dp; 

l'intégration de cette différentielle totale donnerait la ( 
tion U de T et de p. 

On peut obtenir dQ d'une autre manière. Nous avons 

(n»40) 

dQ =zcdt-\- Idv; 
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plaçant dv par sa valeur ( 3 ), on a 

rfQ = (c -f- 0Llv)dt — ^hdp. 
Identifie cette expression avec la précédente, il vient 



, A«T 



C-c^^^^ 



termine C directement par Texpérience, comme nous 
) dit; c s'en déduit par Téquation (7): d'ailleurs Téqua- 
►) donne /. On obtient ainsi Texpression différentielle 



rfU = (EC-^) t/T-f- 



intégration donnerait U. 



(j--ph 



Imaginons que l'on comprime un corps assez rapide- 

pour qu'un échange de chaleur n'ait pas le temps de 

ir entre ce corps et le milieu environnant; la tempéra- 

u corps sera une fonction de la pression défînie par 

lion 

o—dQ = Cdt-hhdp, 

on déduit 

dt kocvT 

dj}~' C 

» 

ligne de dt est le même que celui du coefficient de dila- 
cubique a. En général, le coefficient a est positif; dt est 
Dosilif, c'est-à-dire que la compression élève la tempé- 

du corps. Mais pour l'eau à une température inférieure 
igrés, a est négatif; donc dt est négatif, et par consé- 

la compression produit un abaissement de la tempéra- 
cetle conséquence a été vérifiée expérimentalement par 
uie. 
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BARRE OU FIL CYLINDRIQUE. 

134. Jusqu'à présent nous avons supposé que toute la sur- 
face du corps est soumise à une pression normale uniforme; 
il n'en est pas de même dans la question particulière que nous 
allons traiter. Considérons une barre cylindrique homogène 
dont la surface latérale est soumise à une pression conslante 
et uniforme /?o par mètre carré, et chacune des deux bases à 
une pression variable (ùpo-\-p, w étant Taire de la section, 
Soit a: la longueur de la barre; il est clair quMl existe une 
relation 

(lo) (f{t,x, p) = o, 

entre les trois quantités t, Xy p, dont deux à volonté peuvent 

être prises pour variables indépendantes. Le travail extérieur 

accompli par la barre dans une transformation infiniment 

petite est 

dS=zpodi^ -h p dXf 

et la première équation fondamentale 

devient 

(il) rfQ=i:A(rfU -\-p^dv -^pdx). 

I** Si Ton prend t q\. x pour variables indépendantes, celte 
équation 



posons 



5 






réqualion prend la forme simple 

(12) dQ = cdt -h Idx, 

et Ton a entre c et /la relation 

(l3) r r — =A-T^' 



■.ï 
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2» Si l'on prend t ei p pour variables indépendantes, l'équa- 
tion fondamentale devient 



en posant 

. , /DU De; D^\ 

\D^ '^D/? ^D^/ 

elle prend la forme simple 

(i4) dQ = Cdt-hfidp, 

et Ton a entre C et h la relation 

, r, l>h DC . D^ 

^ ' D/ D/? D/ 

135. On peut aussi appliquer à la transformation de la barre 
le ihéorèmede Carnol et les conséquences que nous en avons 

déduites. Ainsi on a toujours 1 = T, et Texpression -^ est 

la différenlielle exacte d'une fonction /ut de deux variables in- 
dépendantes. 

1° Si Ton prend t et x pour variables indépendantes, la dif- 
férentielle exacte 

-^ = Y ^' -^ Y 
conduit à la relation (n" 72) 

(■6) ^ = ^T^-^. 

2° Si Ton prend t eip pour variables indépendantes, on ob- 
tient de même la relation (n° 73) 

(-7) A = -AT^. 

136. On a observé pour un grand nombre de substances le 
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coefficient de dilatation linéaire sous pression constante 

Il en résulte, en vertu de l'équation (17), 

(18) /<rr=-Aaa:T. 

On a observé aussi le coefficient de compressibilité linéaire 
à température constante 

Si l'on regarde x comme une fonction de / et de /? donnée 
par réquation (10), on a 

'b X ^ X 

f/x = r-- d( -h :-— dp = x(adt— &dp), 
J t op 

dQ = cdt -+- ldx = (c-f- alx)dt — ^Ixdp; 

on en déduit 

C=^ c -h alXf fi =: — P /^ ; 
d'où 

f ^ , AaT 

(«9) ^=- 



(20) C — c = 






Imaginons que Ton comprime brusquement la barre, sans 
communication de chaleur, on aura 

o=:dQ = Cdt -^hdp, 
d'où 

dt kaxT 

Pour appliquer ces formules à un fil tiré à ses deux bouls 
par une même force, il suffit de changer le signe de p. Si l'on 
pose p=z^p', réquation précédente devient 

dt A.(xxT 
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Igne de dt est contraire à celui de a. Le coefficient de di- 
on linéaire étant en général positif, on en conclut que 
ngement d'un fil est accompagné ordinairement d'un 
sèment de température. 

PHÉNOMÈNES PRÉSENTÉS PAR LE CAOUTCHOUC 

7. Le caoutchouc présente une exception : une lame de 
ichouc tendue par un poids diminue de longueur quand 
npéralure s'élève; le coefficient a est donc négatif, et par 

équent -f—, positif; il en résulte que si Ton étire brusque- 

L une lame de caoutchouc, la température s'élèvera. Ces 
lomènes ont été observés d'abord par Goffe, et des expé- 
;es plus précises ont été faites par M. Joule avec le caout- 
ic vulcanisé. 

Joule a reconnu d'abord que, si une lame de caoutchouc 
oumîse de toutes parts à une pression uniforme, son vo- 
3 augmente quand la température s'élève; le coefficient 
ilatation cubique est positif et égal à o,ooo256; ensuite, 
lorsqu'une lame de caoutchouc est tirée par un poids p', 
iste une limite/?',, telle, que si le poids tenseur/?' est plus 
L que p\ , une élévation de température produit un allonge- 
it, et qu'au contraire, sip' est plus grand que/?',, une élé- 
on de température produit un raccourcissement : dans le 
mier cas, a étant positif, un accroissement brusque de 
sien diminue la température; dans le second cas, a étant 
çatif, un accroissement de tension élève la température. 



II 
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CHAPITRE IX. 

THÉORIE DES GAZ. 

Hypothèse fondamentale. — Explication de I9 pression. — Loi de Mariette.— 
Loi des mélanges. — Énergie actuelle des gaz. — Transformation du tranil 
extérieur en énergie calorifique ou inversement. — État solide et état li- 
quide. — Vaporisation. — Formation des vapeurs dans un espace illimité. 

— Propagation des vibrations dans les gaz. — Lois de combinaison des gaz. 

— Loi de Du long et Petit. 



HYPOTHÈSE FONDAMENTALE. 

138. L'hypothèse fondamentale qui sert de base à la théorie 
des gaz consiste à admettre que les molécules d'un corps à 
l'état gazeux n'ont pas d'action sensible les unes sur les 
autres. Cette hypothèse est une conséquence de l'expérience 
par laquelle M. Joule a démontré que le travail intérieur dans 
les gaz est nul (n*" S^-). 

Au lieu de supposer que les molécules dès gaz oscillent 
autour de leurs positions d'équilibre, comme dans les corps 
solides, on admet qu'elles sont animées de mouvements de 
translation très-rapides dans toutes les directions, mouve- 
ments rectilignes et uniformes. Les molécules d'un gaz sont 
en général à des distances telles les unes des autres, que les 
forces moléculaires sont négligeables, excepté à de certains 
intervalles et pendant des temps relativement très-courts, où, 
dans leur marche, deux molécules passent très-près l'une de 
l'autre; pendant ce temps très-petit, la force moléculaire 
s'exerce d'une manière énergique, et les mouvements sont 
modifiés; il y a, comme on dit, choc des deux molécules. 

Considérons d'abord deux molécules égales m et m' [Jig. 33), 

Fig. 33. 



m m' 

-• *■ • ■ 



A B B' A* 

marchant en sens contraires sur une même droite, avec la 
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vitesse w. Quand les molécules sont à une distance très-pe- 
tite AA', la force moléculaire commence à agir d'une ma- 
nière efficace; comme il y a répulsion, la vitesse diminue peu 
à peu et devient nulle à la distance BB'; les molécules s'éloi- 
gnent ensuite Tune de l'autre, et reprennent leur vitesse pri- 
mitive M à la distance AA', mais en sens inverse. Les molé- 
cules ont ainsi échangé leurs vitesses, et tout se pe^se comme 
si elles s'étaient pénétrées sans action réciproque; les chocs 
qui se produisent n'ont donc aucune influence sur l'état géné- 
ral du gaz. 

Considérons maintenant deux molécules marchant suivant 
des droites différentes BA, B'A', et passant très-près l'une de 
l'autre; l'action réciproque devient sensible à partir de la po- 
sition A, A' (Jif^. 34), chaque molécule décrit alors une petite 

Fig. 34. 




courbe, et s'échappe ensuite suivant une autre ligne droite. 
Ces chocs ne changent pas la somme des forces vives, et 
comme il y a des molécules qui se meuvent dans tous les 
sens, il est clair que l'état général du système n'est pas 
modifié. 

En résumé, la trajectoire de chaque molécule est formée 
d'une série de lignes droites disposées en zigzag, et réunies 
les unes aux autres par des courbes de raccordement très- 
petites par rapport aux portions rectilignes. 



II. 
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EXPLICATION DE LA PRESSION. 

139. Dans celle manière d'enVîsager les gaz, la pression 
qu'un gaz exerce conire la paroi du vase qui le conlienl esl 
due aux chocs répélés des molécules conire la paroi. Quand 
une molécule arrive dans le voisinage de la paroi, des forces 
répulsives s'exercenl enire celle molécule el celles de la paroi; 
elles délruiseni bienlôi la viiesse normale de la molécule, et 
lui imprimenl une viiesse égale ei coniraire. A cause de la 
^muUiplicilé des chocs, l'ensemble produil l'effel d'une pres- 
sion conlinue. 

On trouve la première idée de celte hypothèse sur la consli- 
tulion des gaz dans V Hydrodynamique de J. Bernoulli, publiée 
en 1738; elle a été reprise par Krônig de Berlin en i856, el 
M. Clausius lui a donné de grands développements. 

Voici comment Krônig explique la pression. Considérons 
une certaine masse de gaz renfermée dans un petit cube 
MNPQ, dont Tarête est a [fig, 35); soit n le nombre des mo- 



lécules du gaz. Krônig imagine toutes les molécules partagées 
en trois groupes de -^ molécules, se mouvant parallèlement 
aux arêtes avec une même vitesse w; la pression exercée sur 

la face MN sera produite par le choc des ^ molécules, dont la 

vitesse est normale à cette face. 

Si Ton appelle/ la réaction delà paroi sur une molécule/n» 
et si Ton compte les vitesses positives dans le sens oxy on a 

m -T- =/, ou m du z=zfdt. Avant le choc la vitesse était -«' 

après le choc elle est H- m; en intégrant pendant la durée du 
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choc, on a 

2m« 



=>'• 



Voilà ce que donne un choc en particulier. £n faisant la 
somme des équations pareilles relatives à tous les chocs qui 
se produisent contre la paroi M^ pendant un certain temps 9, 
on obtient l'équation 



^^mu=^jfdt. 



Si Ton appelle N le nombre de ces chocs, on a 

y 2mg/rzr imu X N. 

D'autre part, si l'on pose 

F désignera la réaction moyenne que la paroi exerce sur l'en- 
semble des molécules. L'équation précédente devient ainsi 

amWX^ =zF9. 

Il est aisé d'évaluer le nombre des chocs : après le premier 
choc contre la face MN, la molécule m, marchant dans le 
sens ox, vient choquer la face opposée PQ, reprend sa vitesse 
primitive, choque de nouveau la face MN, et ainsi de suite. 
L'intervalle de temps qui s'écoule entre deux chocs consécu- 

2 CL 

llfs d'une molécule contre la face MN étant égal à — i le 

nombre des chocs d'une même molécule contre cette face 

Q II 
pendant le temps 9 est — ; le nombre N des chocs produits 

parle système des-» molécules dont la vitesse est normale à 
la face MN est — X ô' et Téqualion devient 

3a ' 
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on en déduit 

(.) F = ^. 

6a 

Si Ton appelle p la pression exercée sur un mètre carré, 
on a 

F nmu^ 

et, par suite, 

, . nmu} 

(2) P^ — '^Z^' 

V étant le volume du cube. 

14'0. M. Clausius est arrivé au même résultat sans être 
obligé de partager les molécules en trois groupes marchani 
dans trois directions perpendiculaires entre elles. 

Considérons un grand volume de gaz, et deux plans paral- 
lèles MN et PQ [Jig. 36) très-voisins et très-élendus; suppo- 

Fig. 36. 




M B 



sons qu'il y ait entre ces deux plans n molécules marchant 
dans toutes les directions. Une molécule, se mouvant dans 
la direction BA, choque le plan MN au point A, ce réfléchit 
sur le plan PQ en C pour venir choquer de nouveau le 
plan MN en D, et ainsi de suite. Appelons a la distance des 
deux plans, et 9 Tangle que fait la droite AB avec la normale 
au plan. Le chemin parcouru par cette molécule entre deux 

2 CL 

chocs consécutifs sur MN est > et l'intervalle de teoips 

COS(p 
2 CL 

entre les deux chocs > de sorte que le nombre des 

WCOS(p ^ 

chocs de la molécule pendant le temps Q est 

0MCOS9 

^— ^— — — — . 
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Si Ton appelle u' la projection de la vitesse de la molécule 
sur la normale au plan, et si Ton désigne, comme précédem- 
ment, par /la réaction du plan sur cette molécule, on a 

du! 
m-j-^=fy ou mdu!=zfdty et, en intégrant pendant la durée 

du choc, 

2mM'= amM cos 



«P =jfdt. 



En ajoutant les équations pareilles relatives à tous les chocs 
qui se produisent contre le plan MN pendant le temps Q, on 
obtient Téquation 

Fêtant la réaction moyenne du plan sur Tensemble des mo- 
lécules. Nous avons vu que le nombre des chocs d'une molé- 
cule est '■ — ^; cette molécule introduit donc dans le pre- 

mier membre la quantité 

Oucoso mw^cos^ç. 
2ma COS9 X = 0, 

et l'équation devient 

le signe^, s'étendant ici aux diverses molécules. On en déduit 
(3) p^-^mi^^cos^ 

Pour évaluer cette somme, M. Clausius suppose que toutes 
es molécules ont la même masse et la même vitesse, et se 
ûeuvent indifféremment dans tous les sens. D'un point quel- 
onque comme centre décrivons une sphère avec un rayon 
'gai à l'unité {^g. 87); menons des rayons parallèles aux di- 
ections de toutes les vitesses; ces rayons couperont la surface 
in une infinité de points régulièrement distribués sur la 
iphère. Toutes les vitesses, dont les directions font avec la nor- 
male xx* aux deux plans des angles compris entre cp et 9 -f- rf(p, 
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couperont la sphère sur les zones opposées ahalV, cdc'ê!^ 
comprises entre deux cônes circulaires menés du centre de la 




sphère autour de la droite xx' et ayant pour demi-angles au 
sommet 9 et 9 -f- rfç. Comme il y a n molécules entre les 
deux plans, le nombre total de points déterminés sur la sphère 
sera aussi n, et le rapport du nombre n' des molécules qui cor- 
respondent à ces deux zones au nombre total n est égal au 
rapport de la surface des deux zones à celle de la sphère; on 

a donc 

w' 2.27rsin(P6f9 . , 
__ — — : — I — sm9 acp, 

n ^n ^ ^ 

n' = ns'incf ^9. 

Chacune de ces n' molécules introduisant dans la somme (3) 

un terme 

mw^cos^o 



a 



les /i' molécules donneront 



,mM'cos*9 mw^cos'cp . , 
n ^ = ^ n sm9 acp, 

a a ^ ^ 

Pour obtenir Taction de toutes les molécules qui corres- 
pondent à la surface entière de la sphère, il suffit d'intégrer 

cette expression entre les limites o et -; Téquatîon (3) de- 
vient alors 



-X 



a 



mM^cos^9 



2 



a 



/ism9a9 = 1 cos*9Sin9a<p. 
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Or 






/ cos»(psin9rf<p=: ( Y^\ =^\ 



on a donc 

(.) F = "'"" 



3a 

£n appelant &> la surface de chacun del^ plans et v le volume 
du gaz qu'ils renferment, on a 

F nmu'^ 

d'où 

, . nmu^ 

(2) pv=-^. 

141. On a supposé dans celte démonstration que les molé- 
cules ont des masses égales, ce qui n'a pas lieu pour un mé- 
lange de gaz, et que toutes les vitesses sont égales, hypothèse 
qui n'est nullement justifiée ; mais on peut modifier la démons- 
tration de M. Clausius de manière à s'affranchir de ces hypo- 
thèses. 

En effet, on a toujours l'équation 

(3) p^^ma^cos-cp 

Pour évaluer la somme des termes qui forment le second 
membre, nous ferons intervenir les forces vives des molé- 
cules, au lieu de leur nombre. La force vive d'une molécule 

est . La sommet des forces vives des molécules 

dont les vitesses correspondent aux zones déterminées par 

les angles 9 et 9-1-^9 est à la somme ^ des forces 

vives de toutes les molécules, somme que nous désignerons 
par V«, dans le rapport de la surface des deux zones à la sur* 
face totale de la sphère; on a donc 



2, 



2 



2 2.27rsin9rf9 . , 
— : = -z — i — i :±= sm9 09, 



-1 mù^ 4^ 



f 



170 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IX. 

OU 

= V«X sin<^d<^. 



Les vitesses contenues dans la première somme font sensi- 
blement le même angle <p avec la normale; si Ton multiplie 
chacun des termes de cette somme par le facteur constrnt 
2 



T- cos'9, on a 

yry mw'COS'Cp ,. ^ . . j 

> - = V,x - cos*<psin<pa(p. 

^■1 d CL 

Telle est la partie introduite dans F par les molécules dont 
les vitesses correspondent aux deux zones considérées; pour 

avoir la somme entière, il faut intégrer de o à -? ce qui donne 



2 r^ 

F=-Vtt / cos*(p sinçrfcp, 

^ J o 



ou 



F — — V • 

on en déduit la relation générale 

2 „ 2 «^ mu^ 



(4) i"' = |v. = ^2 

£e produit du volume d'une masse de gaz par la pression 
qu'elle supporte est égal aux ^ de la somme des forces vives 
du mouvement de translation de toutes les molécules. 

Dans cette démonstration, nous avons suivi le mouvement 
de chaque molécule sans tenir compte des chocs qui se pro- 
duisent entre les molécules ; mais, comme nous Tavons déjà 
remarqué au n" 138, ces chocs des molécules entre elles ne 
modifient pas Tétat général du système. 

Si m est la masse d'une molécule, et n le nombre des 

molécules, 2J^ ^^^ '^ masse totale, et la masse moyenne 
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OT, des molécules. On peut définir la vitesse moyenne en ima- 
ginant un gaz homogène formé de n molécules de masse m^ 
animées de la même vitesse i/i, et dont la force vive serait 
égale à la somme des forces vives du gaz considéré, ce qui 
donne la condition 



m, M? v^mw' 

n ''z=y , 

2 ^^2 



et ramène Téquation (4) à la forme (2) 

nnix u] 



P^ = 



3 



LOI DE MÀRIOTTE. — LOI DES MÉLANGES. 

142. D'après les expériences de M. Joule, quand on fait 
varier le volume d'un gaz sans travail extérieur, la tempéra- 
ture ne change pas; d'ailleurs la force vive reste la même; on 
en conclut que la température d'un gaz dépend uniquement 
de sa force vive; l'équation (4) montre que, si la force vive 
d'un gaz reste constante ^ c'est-à-dire si la température ne 
change pas, la pression exercée par le gaz est en rai3on inverse 
du volume qu'il occupe. C'est la loi de Mariotte. 

La loi des mélanges résulte de la même équation. Considé- 
rons en effet deux gaz différents : appelons ^^ et^^ 

les forces vives du mouvement de translation des molécules 
dans ces deux gaz, et supposons qu'on les mélange sans tra- 
vail extérieur, comme dans les expériences de M. Joule. Si 
les gaz n'exercent pas l'un sur l'autre d'action chimique, la 
force vive du mélange sera égale à la somme des forces vives 
des gaz mélangés, et l'on aura 

^ mu^ ^ m'u* ^ nV^ji^ 

^ 2 ^ 2 ^ 2 

Si le premier gaz occupait seul le volume v du mélange, il 
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exercerait une pression p' donnée par l'équation 

De même, si le second gaz occupait seul le même volume, 
il exercerait une pression p" donnée par Téquation 

1 «71 m!'u"^ 



i-'-iS 



2 ^ri mu} 



,2 

Or, en appelant /? la pression exercée par le mélange, on a 
On en déduit la relation 

PV^=P' V -\-p" Vy 

ou 

(5) P^P' + f' 

La pression du mélange est égale à la somme des pressions 
qu'exerceraient les gaz mélangés, si chacun d'eux occupait 
seul le volume du mélange. 

143. L'équation (4) conduit encore à une autre consé- 
quence très-importante. Si on la combine avec Téquation 

(6) pv=:apoi^oT, 

que Ton déduit des lois de Mariotle et de Gay-Lussac, on ob- 
tient la relation 

(7) 2-— = 2^^"""^' 

elle signifie que la force vive du mouvement de translation 
des molécules d'un gaz est proportionnelle à la température 
absolue. 
On peut mettre l'équation (7 ) sous la forme 

(8) -^;— = -«^T; 
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on en conclut que le rapport de la force vive de Vanité de 
poids au volume spécifique est égal à la température absolue 
multipliée par un facteur qui est le même pour tous les gaz, 

ikk. M. Clausius a cherché à calculer la vitesse de transla- 
tion elle-même; en désignant par Ux la vitesse moyenne des 
molécules, comme nous Tavons définie au n° IM, on a, en 
vertu de Téquation (6), 

— - — =ap,v,J. 

Considérons une masse de gaz pesant i kilogramme; nous 
aurons 

nm, = 7 m= -f 

^ S 

et réquation précédente donnera 

(9) U, = \JZgOLp,V,T. 

Les constantes a, p», g ont pour valeurs 

(x = —^^ po==io333, g^= 9,8096; 

pour Tair atmosphérique, i^o = 0,7788; enappelantpla densité 
d*un gaz par rapport à l'air, on a 

_ 0,7733 

p 

L'équation (9) devient ainsi 



(10) 



'^•-4«V4? 



273p 
Pour la température zéro, T=: 278, et la formule se réduit à 



«. = 485y^. 



En appliquant celte dernière formule, M. Clausius a trouvé les 
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résultats suivants : 



\ 



Air u^= 485™, 

Oxygène m, = 46*"> 

Azote Ux=: 492"» 

Hydrogène Wi = 1848". 

ÉNERGIE ACTUELLE d'cN GAZ. 

145. Jusqu'ici nous avons considéré, dans nos raisonne- 
ments, des gaz absolument simples, c'est-à-dire des gaz dont 
les molécules seraient des atomes sans dimensions, ou, comme 
on dit en mécanique, des points matériels, centres de forces 
attractives ou répulsives. Mais les gaz réels, même ceux 
qu'en chimie on appelle simples, paraissent formés de molé- 
cules, dont chacune est la réunion de plusieurs atomes; dans 
ce cas, outre leur mouvement de translation, les molécules pos- 
sèdent d'autres mouvements, elles tournent sur elles-mêmes, 
et les atomes qui composent chaque molécule vibrent dans 
l'intérieur de la molécule. Ces trois mouvements doivent 
exister simultanément. Imaginons, en effet, qu'à un certain 
moment chaque molécule soit animée seulement d'un mou- 
vement de translation; les chocs des molécules entre elles 
produiront bientôt des mouvements de rotation des molécules 
sur elles-mêmes, et mettront les atomes en mouvement dans 
chaque molécule. Une partie de la force vive du mouvement 
de translation passera ainsi dans les autres mouvements, mais 
la force vive totale restera la même. Inversement, si outre un 
mouvement de translation très-lent, les molécules possédaient 
des rotations ou des vibrations intérieures très-rapides, il est 
clair que ces derniers mouvements exerceraient une influence 
pendant les chocs, de manière à augmenter la vitesse du mou- 
vement de translation. On conçoit donc que, dans chaque état du 
gaz, il existe un rapport déterminé entre la force vive totale V 
et la force vive V« du mouvement de translation des molécules. 

C'est le mouvement de translation seul qui produit la près- 
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sion, et nous avons trouvé ( n*" 141 ) la relation 

(4) pi^ = l\u, 

qui existe entre la pression et la force vive du mouvement de 
translation. Dans l'expérience de M. Joule, quand le volume 
du gaz varie sans travail extérieur, il est évident que Ténergie 
intérieure U = V -+- W ne change pas; si effectivement le tra- 
vail intérieur dans les gaz, comme on le suppose, est insen- 
sible, la force vive totale ou Ténergie actuelle V reste con- 
stante. Mais on ne voit pas théoriquement que, pendant cette 
transformation, l'énergie partielle V« due aux mouvements de 
translation des molécules reste aussi constante; car les rota- 
tions ou les vibrations pourraient augmenter ou diminuer. 
Cependant, si le gaz que Ton considère suit la loi de Mariotte, 
pour que le produit pv conserve la même valeur, il est né- 
cessaire que rénergie partielle V« reste elle-même constante. 
Le mélange des gaz conduit à la même conséquence : si le 
mélange a lieu sans travail extérieur, et si, d'ailleurs, le travail 
intérieur est négligeable, la force vive totale du mélange est 
égale à la somme des forces vives totales des gaz mélangés. 
Pour obtenir la loi des pressions, il faut que la même relation 
ait lieu entre les forces vives relatives aux mouvements de 
translation, et par conséquent que la force vive des mouve- 
ments de rotation et de vibration ne change pas. 

146. Les mouvements de translation des molécules des gaz 
suffisent, comme nous Tavons dit, pour expliquer les phéno- 
mènes de pression; mais dans les expériences de calorimé- 
trie, il est nécessaire de considérer tous les mouvements ou 
la force vive totale V. Nous avons trouvé (n® 45) la relation 

c = A -Tj-'î si rfW = 0, cette équation devient c=k -i- ou 

(II) dT = ^^- 

La chaleur spécifique c étant indépendante de la température 
(n'*49), on en déduit 

V = V,-f-EcT. 
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Il est naturel d'admettre qu'au zéro de la température absolue 
la force vive totale V» est nulle, comme celle du mouvement 
de translation (n"* 143); on a alors 

(12) V=:EcT. 

Celte équation pourrait servir à définir théoriquement la tem- 
pérature absolue. 

En vertu de la relation C— c = Aa/?oCo du n** 46, l'équa- 
tion (7 ) du n** 143 devient 

(i3) V«=r-E(C-c)T. 

Des deux équations précédentes, on déduit 

, ,, V. 3/C 

('4) v = iU-' 

Dans les gaz simples, et dans les gaz composés formes sans 
condensation qui suivent sensiblement la loi de Mariolle, le 

C 

rapport - des chaleurs spécifiques a à peu près la même va- 

V„ 
leur 1 ,4ïo; on en conclut que le rapport -rra la valeur con- 
stante o,6i5. Ainsi dans tous les gaz que nous venons d'indi- 
quer, il y a une partie notable de l'énergie totale, environ les 
quatre dixièmes, qui n'appartient pas au mouvement de trans- 
lation des molécules. Ceci fait penser que les gaz que l'on 
appelle simples^ comme l'hydrogène, l'oxygène, l'azote, etc., 
ne le sont pas en réalité. 

Pour les gaz qui ne suivent pas la loi de Mariotte, et pour 

y 
les gaz composés formés avec condensation, la valeur de -^ est 

plus petite; elle est d'autant plus petite que la molécule du 
gaz est plus complexe. Dans ce cas, les mouvements de rota- 
tion des molécules et les mouvements vibratoires des atomes 
dans chaque molécule, entrent pour une plus grande part 
dans l'énergie totale du gaz. 
Il résulte de ce qui précède que deux causes principales pa- 
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raisseni empêcher les gaz réels de suivre rigoureusemenl les 
lois Idéales des gaz parfaits : i^ le travail intérieur quiaccom- 
jagne le changement de volume; tP la composition des molé- 
cules et l'absorption d'une fraction variable de l'énergie par la 
ïoialion ou les vibrations intérieures des molécules. 

tra>sformàtion du travail extérieur en énergie calorifique, 

ou INVERSEMENT. 

IW. On peut se rendre compte de la manière dont le travail 
extérieur, appliqué à un gaz, se transforme en énergie calo- 
rifique, ou inversement. 

Considérons, en effet, une certaine masse de gaz remplis- 
sant un cube dont les arêtes sont égales à a, et dont une des 
parois MN (^g. 38) est formée par un piston mobile, auquel 

Fig. 38. 




nmw 



est appliquée une force F = —5 — égale à la pression du gaz, 

et supposons que le piston s'enfonce avec une vitesse v très- 
petite par rapport à u; le travail extérieur dépensé dans le 
temps très-petit B est Fc6. Calculons l'accroissement d'éner- 
gie communiquée au gaz ; reprenons, pour simplifier, le rai- 
sonnement de Krônig. Imaginons les molécules, disposées en 
trois groupes, se mouvant parallèlement aux arêtes d'un cube; 
rien ne sera changé dans le phénomène si nous imprimons 
• tout le système, c'est-à-dire au gaz et au vase qui le con- 
tient, une vitesse commune égale et contraire à celle du pis- 
ton; alors le piston reste immobile; une molécule vient le 
choquer avec une vitesse relative — (w-f-c); elle rebondit 
•vec une vitesse relative -f- (m -f- v)\ comme tout le système 
est animé de la vitesse commune Vy la vitesse absolue de la 
molécule après le choc est m -t- 2*'; l'accroissement de force 

12 
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vive est , approximativement 2.muv. Le 

nombre des chocs pour chaque molécule étant à peu près 
égal à — dans le temps 0, Taccroissement de force vive pen- 

danl ce temps est pour chaque molécule, soit — 5 — 

pour les ^ molécules; celle quantité est égale au travail dé- 
pensé. 

Inversement, si le piston s'éloigne, il y a diminution de 
force vive pendant le choc, et transformation d'une partie de 
l'énergie du gaz en travail extérieur. 



ÉTAT SOLIDE ET £TAT LIQUIDE. 

148. Il est probable que les molécules des corps solides 
sont formées d'un grand nombre d'atomes, de sorte que les 
dimensions des molécules ne sont plus très-petites par rapport 
à leurs distances mutuelles, et que l'action de deux molécules 
voisines se compose, non-seulement de deux forces égales et 
contraires appliquées aux centres de gravité des deux molé- 
cules, mais encore de deux couples ayant pour effet d'orien- 
ter les molécules, et de leur donner la disposition qui carac- 
térise la forme solide. Les molécules d'un corps solide vibrent 
autour de leurs positions d'équilibre, sans s'en écarter beau- 
coup ; outre ce mouvement vibratoire du centre de gravité de 
la molécule, il y a lieu de considérer un mouvement oscilla- 
toire de la molécule autour de son centre de gravité, et aussi 
les vibrations intérieures des atomes qui la constituent. 

L'état liquide paratt intermédiaire entre l'état solide et l'état 
gazeux; les molécules n'ont plus de positions d'équilibre dé- 
terminées comme dans les solides ; cependant elles ne s'écar- 
tent pas assez les unes des autres pour que les forces molécu- 
laires deviennent insensibles comme dans les gaz. Concevons 
d'abord que le mouvement oscillatoire de la molécule autour 
de son centre de gravité, en s'accélérant, devienne un mou^ 
vement de rotation continu, l'influence de la forme des mole- 
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cules disparaîtra en grande partie : c'est ce qui paraît avoir lieu 
dans les liquides. Dans ce cas, ce qu'on appelle chaleur la- 
tente de fusion consisterait principalement dans Ténergie du 
mouvement de rotation des molécules. En second lieu, la vi- 
tesse de translation des molécules n'a pas une valeur assez 
grande pour séparer en quelque sorte les molécules les unes 
des autres; les forces moléculaires ayant toujours un effet 
sensible, le mouvement d'une molécule n'est pas rectiligne et 
uniforme; une molécule, après être restée dans le voisinage 
d'un groupe de molécules, peut s'en écarter, et, attirée par 
un second groupe, venir occuper une position semblable dans 
ce second groupe. 

VAPORISATION. 

ikQ, M. Clausius a cherché à expliquer la vaporisation de 
la manière suivante. Les vitesses de translation des molécules 
sont probablement très-variables dans un même liquide; une 
molécule, traversant la surface libre du liquide dans des cir- 
constances favorables, peut sortir de la sphère d'attraction des 
molécules voisines, et s'échapper en ligne droite dans l'es- 
pace situé au-dessus du liquide. Supposons cet espace limité 
par des parois et vide au commencement; les molécules qui 
s'échappent ainsi forment une vapeur analogue à un gaz, et 
remplissent cet espace. Les molécules rebondissent contre les 
parois, se choquent entre elles, et viennent rencontrer la sur- 
&ce du liquide : les unes rebondissent, d'autres pénètrent 
par les pores et rentrent dans l'intérieur. Il s'établit ainsi un 
état d'équilibre, dans lequel le nombre des molécules qui 
entrent est égal au nombre de celles qui sortent. La densité 
maximum de la vapeur dépend de la vitesse moyenne des mo- 
lécules, et par conséquent de la température. 

Lorsqu'un liquide se vaporise, il est clair que les molécules 
qui sortent en plus grande abondance sont celles qui sont 
animées de la plus grande vitesse; d'après cela, la force vive 
moyenne des molécules qui restent devient moindre, et par 
conséquent la température du liquide s'abaisse; pour con- 

12. 



l8o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE IX. 

server au liquide sa température primitive, il faut lui fournir 
une certaine«quantité de chaleur; c'est là ce que Ton appelle 
chaleur latente de vaporisation. 

Un gaz situé dans Tespace placé au-dessus du liquide n'em- 
pêche pas la vaporisation, mais la rend seulement plus lente. 
Quand une molécule, s'échappant de la surface, rencontre une 
molécule de gaz dans le voisinage, elle peut rebrousser che- 
min et rentrer dans le liquide; 11 se formera donc pendant 
l'unité de temps un nombre moindre de molécules de vapeur 
que si l'espace était vide de gaz. Il en est encore de même au 
retour de la vapeur vers le liquide; les chocs produits parle 
gaz empêchent un certain nombre de molécules de rentrer 
dans le liquide. Comme les chances de choc sont les mêmes 
à l'entrée et à la sortie des molécules, les échanges qui ont 
lieu entre le liquide et la vapeur seront diminués dans le 
même rapport, et l'équilibre aura encore lieu pour la même 
densité de vapeur que si le liquide était en présence d'un 
espace complètement vide de gaz; seulement l'équilibre sera 
plus lent à s'établir. 

FORMATION DES VAPEURS DANS UN ESPACE ILLIMITÉ. 

150. Considérons un tube ABCD (fig. Sg) de très-grande 

Fig. 39. 
h 



Ch 
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A 
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longueur, vide de gaz, et renfermant un liquide à sa partie 
inférieure. Quand une molécule de liquide s'échappe verti- 
calement avec une vitesse m, sa vitesse diminue graduelle- 
ment sous l'action de la pesanteur ; elle s'élève à la hauteur 

h = — 9 puis elle retombe. Si dans sa chute elle rencontre en^ 
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nue autre molécule qui monte après elle, les vitesses étant les 
mêmes, la première molécule sera renvoyée de bas en haut 
avec la même vitesse, et elle remontera en 6 à la même hau- 
teur A. La vapeur ne dépassera donc pas un certain niveau CD, 
et il se formera sur le liquide une atmosphère de densité 
décroissante. 

151. Les mêmes considérations peuvent être appliquées 
aux gaz et expliquent très-bien la limitation de Tatmosphère. 
Si Ton appelle u la vitesse des molécules d'air à la surface de 
la terre, la hauteur maximum à laquelle elles puissent s'éle- 
ver est donnée par la formule 

n=: — , 

Tintensité de la pesanteur étant supposée constante. En rem- 
plaçant u par sa valeur donnée par Téqualion (8), n" 144, 
on a 

(l6) /irru-aPot'oT. 

Si la couche inférieure est à la température de la glace fon- 
3 

dante, A 1= - po ^o = i ^ 000 mètres. 
2* 

Divers phénomènes nous apprennent qu§ cette hauteur est 

trop faible; mais nous avons supposé, dans le calcul, que la 

ïnolécule de gaz qui s'élevait du sol ne recevait en chemin 

Sïucune communication d'énergie extérieure, tandis qu'en 

réalité les rayons solaires fournissent constamment au gaz de 

Vénergie calorifique. La limite supérieure de l'atmosphère est 

donc plus élevée; mais le calcul fait voir que cette limite doit 

exister. 



PBOPÀGATION DES VIBRATIONS DAKS LES GAZ. 

152. Nous avons admis (n® 138) que la trajectoire d'une 
molécule de gaz est formée de parties reclilignes, reliées par 
4es parties courbes dues à l'action des molécules qu'elle ren- 
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contre, et très-petites par rapport aux parties rectilignes; mais 
ces parties rectilignes elles-mêmes sont très-petites, malgré 
la grande vitesse de translation des gaz, parce que les chocs 
sont très-fréquents. Il en résulte que l'ensemble est un état 
vibratoire irrégulier, chaque molécule se mouvant en zigzag 
dans un très-petit espace. L'état général est le même que si 
les molécules étaient immobiles et se repoussaient suivant 
une certaine fonction de la distance et de la température; 
cette répulsion permanente entre les molécules supposées 
immobiles remplace celle qui s'exerce en réalité d'une manière 
intermittente au moment des chocs. On rend compte de la loi 
de Mariotie en supposant que celle force répulsive idéale varie 
en raison inverse de la dislance, avec un coefficient qui dé- 
pend de la température du gaz. 

Concevons que les molécules du gaz soient distribuées ré- 
gulièrement suivant trois directions rectangulaires, et soit a 
\e côté d'un cube élémeniaire aux sommets duquel sont si- 
tuées des molécules. La résultante des actions répulsives de 
toutes les molécules situées à gauche du plan AB (Jig, ^o) 

Fig. ijo. 
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B 



sur une molécule m située dans ce plan, est perpendiculaire 
au plan, et on peut la représenter par 



a 



le coefficient h étant fonction de la température, et indépen- 
dant de la dislance moléculaire a. En effet, si la dislance a de- 
vient double, toutes les dislances deviennent doubles, et les 
forces moléculaires moitié moindres, ainsi que leur résul- 
tante F ; celle résultante varie donc en raison inverse de a. 
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iur une surface de i mètre carré, le nombre des molécules 
étant—» la pression que supporte celle surface est 



a* 



I A-m' 



on a donc 

Considérons une masse gazeuse pesant i kilogramme, et 
enfermée dans un cube dont le côlé esté; le nombre des 

molécules est n = ( - j = — • D'ailleurs on a nmg = i ; la re- 
lation précédente devient 

km 

pv = — : 

^ S 

î'esl la loi de Marioite. Pour retrouver la loi de Gay-Lussac, 
1 suffit de supposer que le coefficient k est proportionnel à la 
empérature absolue T. 

Laplace avait déjà montré que cette hypothèse des répul- 
iions moléculaires inversement proportionnelles aux dis- 
ances satisfait à la loi de IVJariolte. 

153. Cetle conception d'un milieu idéal formé de molécules 
mmobiles dans leurs positions d'équilibre, et exerçant les 
unes sur les autres des forces fonctions de la distance, sert de 
base à la théorie des ondulations. Le calcul indique que, s'il y 
ai un centre d'ébranlement dans un pareil milieu, les vibra- 
lions se régularisent à mesure qu'on s'éloigne du centre d'é- 
branlement. Si le milieu est isotrope, elles se partagent en 
vibrations longitudinales et en vibrations transversales , se 
propageant avec des vitesses différentes, de sorte que les deux 
espèces d'ondes sont séparées l'une de l'autre. On voit aussi 
que, si la force moléculaire est inversement proportionnelle 
à la distance des molécules, les vibrations transversales ne 
peuvent se propager; il n'y a donc dans l'air que des vibra- 
tions longitudinales. Les forces moléculaires doivent suivre 
wne loi différente dans l'éther, puisque ce milieu transmet les 
vibrations transversales auxquelles on attribue les phénomènes 
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lumineux. D'après cela, la nouvelle théorie des gaz ne détruit 
pas les anciens travaux sur la propagation du son; elledooDe 
seulement une autre signification aux lois élémentaires qui 
ont servi de base à ces calculs. 



LOIS DE COMRINAISON DES GAZ. 

154. On a observé que deux gaz simples se combinent entre 
eux dans un rapport simple de volumes, et que si le composé 
est gazeux, il existe aussi un rapport simple entre le volume 
du gaz obtenu et celui des gaz combinés. On a été amené 
d'après cela à penser que des volumes égaux de gaz simples, 
à la même température et sous la même pression^ renferment 
le même nombre de molécules. Voyons les conséquences qui 
résultent de cette hypothèse. 

Considérons deux gaz différents, qui, à la même tempéra- 
ture, occupent le même volume sous la même pression, on 
aura, pour le premier. 



pv = 

et, pour le second, 

pv:= 



nmu^ 



n'm' u'^ 



Si Ton a 71 = n',*comme on Ta supposé, il en résulte 



mu'* m' m'^ 



On en conclut que, lorsque deux gaz simples sont à la même 
température, la force vive de translation d'une molécule est 
la même dans l'un et l'autre gaz. On dira donc que deux gaz 
sont à la même température quand leurs molécules possèdenl 
jfa même force vive de translation. Cette force vive étant, en 
outre, proportionnelle à la température absolue, on posera 



^ = u, 



1 étant une constante. 
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Nous avons vu (n** 146) que, dans les gaz simples, la force 
vive du mouvement de translation est une même fraction con- 
stante de la force vive totale. Ainsi, lorsque deux gaz simples 
sont à la même température, la force vive totale d'une molé- 
cule est la même; cettej'orce v'we totale est aussi proportion- 
nelle à la température absolue. 

155. Considérons maintenant les gaz composés. Prenons 
pour exemples les deux oxydes d'azote, dont la composition 
est la suivante : 

I vol. d'oxygène -f- i vol. d'azote 

donnent 2 vol. de bioxyde d'azote. 

I vol. d'oxygène -f- 2 vol. d'azote 

donnent 2 vol. de protoxyde d'azote. 

On admet qu'une molécule de bioxyde d'azote est formée d'une 
molécule d'oxygène et d'une molécule d'azote; qu'une mo- 
lécule de protoxyde e^t formée d'une molécule d'oxygène et 
de deux molécules d'azote. Si donc on appelle nie nombre des 
molécules contenues dans l'unité de volume des gaz simples, les 
combinaisons précédentes seront représentées par les formules 

Bioxyde /lO-t- /iAz = n(OAz), 

Protoxyde /lO -f-anAz^ /i(OAz'). 

t 

\ 

A la même teriSjpéralure et sous la même pression, deux vo- 
lumes égaux de ces gaz composés contiennent encore le même* 
nombre de molécules, et par conséquent la force vive de trans- 
lation d'une molécule est la même. 

Mais cette loi ne concorde plus avec celle des gaz simples; 
far s'il y a /i molécules dans un volume d'oxygène, il y aurait 
n molécules dans les deux volumes de bioxyde d'azote, et 

par conséquent - molécules dans un volume; la force vive 

d'une molécule de bioxyde serait double de celle d'une molé- 
cule d'oxygène. 

Pour généraliser la loi des gaz simples, M. Clausius suppose 
que dans les corps simples chaque molécule est formée de la réu- 
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nion de deux molécules égales électrisées, Tune positivement, 
l'autre négativement, et que la combinaison des deux gaz est 
précédée d'une double décomposition. Si donc on représente 

• • • • 

par 00 la molécule d'oxygène, et par AzAz celle d'azote, les 
deux réactions seront figurées ainsi qu'il suit : 

Bioxyde d'azote /i(ÔO) -t- n(Az Az) = aw (ÔAz), 

Protoxyde d'azote. . . . /i(ÔÔ) -f- 2/i(Az Az) = 2/1 (ÔÀz). 

De cette manière l'unité de volume des gaz composés renfer- 
mera n molécules. 

Voici d'autres exemples. 

L'acide chlorhydrique est l'analogue du bioxyde d'azoïe; 
un volume de chlore et un volume d'hydrogène donnent deux 
volumes d'acide chlorhydrique : 

/i(ClCl) -h- Ai(HH) = 2n(ClH) ; 

un volume du composé renferme n molécules. 

L'eau est l'analogue du protoxyde d'azote ; un volume d'oxj- 
gène et deux d'hydrogène donnent deux volumes de vapear 
d'eau : 

/i(ÔÔ)-f-2n(HH) = 2n(ÔH). • 

L'acide suif hydrique est analogue au protoxyde d'azote et à 
l'eau, grâce à la densité de la vapeur de soufre trouvée par 
MM. H. Sainte-Claire Deville et Troost; un volume de vapeur 
de soufre et deux volumes d'hydrogène forment deux volumes 
d'acide sulfhydrique : 

n(SS)-t-2n(HH)==2n(SH). 

Un volume d'azote et trois volumes d'hydrogène forment 
deux volumes d'ammoniaque : 

/i(AzÀz)-t-3Ai(HH) = 2Ai(AziB). 

Mais l'hypothèse de M. Clausius est insuffisante pour rendre 
compte de combinaisons plus complexes; ainsi deux volumes 
d'acide chlorhydrique et deux volumes d'ammoniaque forment 
quatre volumes de chlorhydrate d'ammoniaque. Les formules 
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précédentes donneraient : 

2ll(ClH) -f- 2II(ÀZ H) = 271(C1ÀZ H ), 

savoir : deux volumes du composé au lieu de quatre. Pour ré- 
tablir l'analogie, il faudrait admettre que les molécules des 
gaz simples sont formées de quatre atomes; les formules de 
l'acide chlorhydrique el de l'ammoniaque seraient alors : 

ii(CiCl)-f. /i(HH)=:2n(CiH), 
n(AzÀ*z) -f- 3ii(HH) = 2/1 (ÂzH«), 

et l'on aurait pour la formation du chlorhydrate d'ammoniaque : 

2n(ClH) -4- 2/i(ÀzH0 = 4n(CiA*zH0. 

Le sulfhydrate présente la même difficulté. 

On pourrait ainsi généraliser la loi et dire qu'à la même 
température et sous la même pression , des volumes égaux de 
tous les gaz contiennent le même nombre de molécules. 

On conclurait de là qu'à la même température, la force vive 
de translation d'une molécule est la même et qu'elle est propor- 



mu^ 



tionnelle à la température absolue. On aurait ainsi = XT, 

l étant une même constante pour tous les gaz. 

Mais la force vive totale d'une molécule ne serait pas la 
même, parce que le rapport de la force vive de translation 
à la force vive totale n'est pas le même dans tous les gaz com- 
posés; la force vive totale d'une molécule à la même tempéra- 
ture serait d'autant plus grande que la molécule est plus com- 
plexe. 

LOI DE DULONG ET PETIT. 

156. Dulong et Petit ont trouvé que, pour la plupart des 
corps simples, solides ou liquides, la chaleur spécifique est en 
raison îViverse de l'équivalent chimique, ou bien que le pro- 
duit de la chaleur spécifique d'un corps par son équivalent est 
un nombre constant. On peut en juger par les nombres sui- 
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vaiUs : 

C f fC 

Fer o,ii38 a8 3, 1864 

Zinc 0,0755 3a, 75 3,1176 

Cadmium 0,0567 ^ 3, 175a 

Plomb o,o3i6 io3,75 3,^599. 

Si l'on suppose que le poids d'une molécule d'un corps soit 
proportionnel à son équivalent chimique, il résulte de cette 
loi que la capacité calorifique d'une molécule est constante 
pour tous les corps simples. Par suite, la force vive d'une 
molécule à une même température est la même pour tous les 
corps simples liquides ou solides, comme pour les gaz sim- 
ples. Il y a bien quelques métaux qui semblent ne pas se con- 
former à cette loi; ainsi on a pour l'argent et le potassium : 

G e eC 

Argent 0,0570 108 6,i56 

Potassium 0,1696 39 6,574 

On peut remarquer qu'il suffirait de prendre pour équivalent 
de ces métaux la moitié de leur équivalent chimique ordinaire 
pour les faire rentrer dans la règle générale ; les oxydes auraient 
alors l'une des deux formes OZn, 0K% selon qu'ils appartien- 
nent à l'une ou à l'autre des deux catégories. Il y a d'ailleurs 
des raisons puisées dans la Chimie et la Cristallographie qui 
sont d'accord avec cette manière de considérer les équivalents 
fondés uniquement sur les chaleurs spécifiques. 

En résumé, si Ton choisit convenablement les équivalents 
chimiques et qu'on les rapporte à l'hydrogène pris pour unité, 
le produit de la chaleur spécifique d'un corps simple par son 
équivalent est un nombre sensiblement constant et égal à 3,^. 
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CHAPITRE I. 

ÉLECTROSTATIQUE. 

Loi de Coulomb. — Définition du potentiel. — Potentiel d'une couche sphé- 
rique homogène. — Cas où le point attiré est situé à l'intérieur de la masse 
agissante. — Surfaces de niveau. — Théorème fondamental. — Équilibre 
électrique dans un système de corps parfaitement conducteurs. — Distribu- 
tion de l'électricité sur une sphère et sur un ellipsoïde. 

LOI DE COULOMB. 

157. Pour énoncer la loi des attractions et des répuisions 
électriques, on a imaginé deux fluides que l'on suppose ré- 
pandus d'une manière continue dans les corps. Un corps n'est 
pas électrisé lorsque chaque élément de volume contient des 
quantités égales des deux fluides : le corps est électrisé lors- 
que l'un des fluides est en excès; cette différence constitue 
ce qu'on appelle Yélectricité libre dans le corps. L'action mu- 
tuelle de deux masses infiniment petites m, m' d'électricité 
libre est une force dirigée suivant la droite qui les joint; elle 
est répulsive ou attractive suivant que les deux masses élec- 
triques sont de même espèce ou d'espèces contraires; elle 
varie en raison inverse du carré de la distance r : on peut 
donc la représenter par la formule 



mm' 



r» 



-> 
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en regardant la force comme positive ou négative suivant 
qu'elle est attractive ou répulsive, et prenant pour unité de 
• masse électrique une masse telle» qu'une masse égale et de 
signe contraire, placée à l'unité de dislance, exerce sur elU 
une attraction égale à l'unité. Telle est la loi de Coulomb, qu 
comprend, comme nous le verrons, l'ensemble des phéno- 
mènes d'électricité statique. 

158. Considérons une masse électrique infiniment petite m, 
soumise à l'action de plusieurs masses infiniment petites m', 
m",. . . . Appelons Xy y, z les coordonnées du point m; x\ /', 
z' celles du point m\ etc.; désignons par a, 6, c les cosinus 
des angles que fait la droite mm^ avec les axes; la résultante 
des actions exercées sur la masse m par les autres masses aura 
pour projections sur les trois axes des coordonnées 

Si l'on suppose la masse m égale à l'unité, et si l'on repré- 
sente par dq l'une quelconque des masses m', m!\ . . . d'élec- 
tricité libre répandue sur un corps ou un système de corps, 
on aura 

(•) x=.-2^' Y=-2^' z=-2^- 

Ces formules représentent l'action exercée par un système de 
corps électrisés sur une masse i d'électricité positive, placée 
en un point P de l'espace. Il suffit évidemment de tenir 
compte de l'électricité libre; car une certaine quantité de 
fluide neutre, étant la réunion de deux masses égales +rff 
et — dq d'électricités contraires, n'exerce aucune action sur 
le point P. 

DÉFINITION DU POTENTIEL. 

159. Les trois sommes précédentes peuvent être ramenées 
à une même somme. On a en effet 



.r' — X , y' — r z' — z 

r r r 

r» =r {x' — xY 4- ( j' — r)'+ (^' "-" ^ )'• 



y 
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La distance r et les cosinus a, b^ c étant des fonctions des 
coordonnées x^ y, z du point P, les composantes X, Y, Z de 
h force exercée sur le point P sont des fonctions des trois va- 
riables indépendantes x^ y^ z. £n différentiant par rapport à 
la variable Xy on a 



= — ÛT, 



^r 


-{x'-x). 


Dr 
bx 


x' 





X 


'bx 




r 




r 
bx 


I Dr 
r* Do: 


m 

a 

r'' 








et, par suite. 






4 








X — 


-1 


J:r''^- 






Considérons i' 


intégrale 

« 


r V 


dg 







étendue à tous les corps électrisés; cette somme est aussi 
une fonction des coordonnées Xy y, z du point P, et Ton a 

bx jLk^x ^ 
On en conclut 

(3, X = _^, Y = -AX, z = -il. 

ùx ^X . ^^ 

Ainsi les composantes de l'action exercée sur une masse i 
d'électricité positive placée au point P, par Fensemblè des 
corps électrisés, sont les dérivées partielles, prises en signet 
contraires, d'une certaine fonction des coordonnées du point P. 
Cette fonction Y est ce que, dans ses calculs sur l'attraction, 
Causs a appelé le potentiel. 

Dans ce qui précède, nous avons supposé que le point P 
est situé en dehors des masses agissantes; dans ce cas, la dis- 



A 
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tance r ne devenant pas nulle, le quotient - reste fini, etrio- 

tégrale V a une valeur parfaitement déterniinée; le potentiel 
est une fonction finie et continue de Xy jr^ z. Les compo- 
santes X, Y, Z jouissent de la même propriété; mais lorsque ■ 
le point P est situé à l'intérieur des masses agissantes, la fonc- 

tion - devenant infinie, la détermination des intégrales pré- '■ 

sente de graves difficultés; avant d'aborder ces questions dé- 
licates, nous chercherons le potentiel d'une couche sphérique I 
homogène. 3 

P0TE!fTIEL d'une COUCHE SPUÉEIQUE HOMOGfofE. 

160. Considérons une couche homogène comprise entre ^ 
deux sphères de rayons a et a -h da, ayant même centre 0; 1 
appelons p la distance OP, 6 l'angle que fait avec la droite OP | 
le rayon qui va du centre à un point quelconque M de la ^ 
couche, et 9 l'angle que fait le plan POM avec un plan fixe ^ 
passant par OP. L'élément de volume ayant pour expression 

dv = a» sin 6 da dO rfcp, 
si l'on désigne par k la densité de l'électricité libre, on aura 

dq = kdv z= ko} sin 9 dadô d<f 
et, par suite. 

De la relation 

r' = a^ -h p^ — 2 ûrp cos 0, 

on déduit 

rdr=:ap sïnO dO; 

si l'on remplace la variable 9 par la variable r, il vient 

2i:kada 



\ = 



■/-• 
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Il y a ici deux cas à distinguer, suivant que le point P est à 
l'extérieur de la couche sphérique ou à riniérieur de la 
sphère a : dans le premier cas les limites de Tîntégration sont 
p — û et p -h a, et Ton a 



X 



p-a 9 9 



en désignant par M la masse de la couche. Le potentiel de la 
couche sphérique, agissant sur un point extérieur, est le même 
que si là masse de la couche était concentrée en son centre. 
Dans le second cas, les limites sont a — p et a -f- p, et Ton a 



X 



«+p M 

dr=ip, \=iATzhada^= — 

a 

a—p 



Le potentiel de la couche sphérique, agissant sur un point in- 
térieur P, est constant, c'est-à-dire indépendant de la position 
du point P; on en déduit que la force est nulle. 

Considérons maintenant une sphère homogène de rayon /i, 
agissant sur un point P situé dans la sphère même et à une 
distance p du centre; on peut regarder la sphère comme com- 
posée de couches homogènes concentriques. Les couches 
dont le rayon est moindre que p, agissant sur un point exté- 
rieur P, donnent un potentiel égal à 



-l'a^da = ^^, 



9 

celles dont le rayon est plus grand que p, agissant sur un point 
intérieur, donnent un potentiel égal à 



ada=: inlfia^— p^). 



p 
Le potentiel de la sphère entière est donc 

Si Ton veut calculer Faction de cette sphère sur le point P, 
on remarquera que les couches dont le rayon est supérieur 
à p n'exercent aucune action sur le point P, et que les cou- 

i3 
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ches dont le rayon est inférieur à p agissent comme si elles 
étaient concentrées au centre 0; la résultante est une force 
égale à 

dirigée suivant la droite OP; ses projections sur des axes pas- 
sant par le point sonl 

IttA-j:, ^TrA-j, IttAtz; 

on voit qu'elles sont égales et de signes contraires aux déri- 
vées partielles du potentiel. 

CAS ou LE POINT ATTIRÉ EST SITUfi A l'iNTÉRIEUR DE LA MASSE 

AGISSANTE. 

161. Il faut d'abord définir nettement la signification des 
intégrales V, X, Y, Z. Imaginons une sphère, décrite da 
point P comme centre avec un rayon égal à l'unité, et consi- 
dérons le cône qui a pour sommet le point P, et pour baseiu 
élément rfw de la surface de cette sphère; deux sphères dé 
crites, du point P comme centre, avec des rayons r eir + dr 
découperont dans le cône un élément de volume 

di^ z= r^ dcùdr, 
et Von aura 

dg =: hr^dùidr, 

k désignant la densité de rélectricité libre dans cet élément 
Concevons une surface fermée et convexe très-petite S, enve- 
loppant le point P; appelons p et R les distances du poinll 
à la surface S et à la surface extérieure du corps sur un même 
rayon mené par le point P. Le potentiel de la masse situéeà 
l'extérieur de la surface S est 

V — =1 / lhrd(ùdr=^ I du l krdr; 
quand p tend vers zéro, l'intégrale 

R 

krdr 

P 



X 
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tend ?ers une limite déterminée 



f 



krdr; 



'a limite de l'intégrale multiple est le potentiel de la masse 
entière, lien est de même des composantes de la force; la 
composante, suivant l'axe des x, de l'action de la masse exté- 
rieure à la surface S est (n*» 158) 



_2 2^ =-/.„/' w. 



P 

lie tend vers une limite déterminée, quand p tend Vers zéro. 

162. Ainsi la masse agissante qui environne le point P n'in- 
roduil dans les intégrales Y, X, Y, Z, malgré la petitesse de 
I distance, que des quantités très-petites. On en conclut que 
es intégrales sont des fonctions finies et continues de x, j, 
.Soient, en effet, Yi le potentiel de la masse comprise dans 
I surface S, et Y2 celui de la masse extérieure, agissant sur le 
K)int P; \\ et Y^ les potentiels des mêmes masses agissant 
iirun point P', voisin de P, et situé aussi à l'extérieur de la 
urface S; on a 

Y'-Yr=z(Y;-YO-hY'.-Y,; 

c potentiel Y3 de la masse extérieure, agissant sur un point P 
ion situé dans cette masse, étant en fonction continue de Xy 
"1 2, la différence Y'a — Yi est très-petite; d'autre part, cha- 
oi)e des quantités Y, et Y', est très-petite : donc la différence 
'^Y est elle-même très-petite. On verrait de la même ma- 
ère que X, Y, Z sont des fonctions continues. 

163. Nous allons démontrer que les composantes de la force 
fit encore égales et de signes contraires aux dérivées par- 
Iles du potentiel. C'est ce que l'on vérifie aisément lorsque 
densité k du fluide est constante; partageons la masse agis- 
\ie en deux parties : celle qui est comprise dans une petite 
hère à l'intérieur de laquelle est situé le point P, et la partie 

i3. 
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extérieure; appelons Vi et Vj les potentiels de ces deux par- 
ties, Xi et Xj les composantes des forces qu'elles exercenisur 
le point P. Le point P n'étant pas situé dans la seconde partie, 

on à 

rfV, 



X,= - 



dx 



D'après les propriétés des couches sphériques homogènes 
( n*» 160), on a de même 

on en conclut 

X=-^. 
dx 

164. Considérons maintenant le cas où la densité est va- 
riable. Décrivons du point P, comme centre, avec un rayon 
très-petit p, une sphère S, et prenons un point P' voisin de P 
et situé à l'intérieur de la sphère; appelons a la distance PP; 

V— V' 
nous ferons voir que le rapport a une limite quand a 

tend vers zéro, et que cette limite est la composante X delà 

V,— V 
force suivant la droite PP'. En effet, le rapport diffère 

peu de X2, celte. dernière quantité différant peu elle-même 
de X, on peut écrire 

V,— V;=:a(X-f-e), 



.* ji. 



e s évanouissant avec a et p. 

Pour évaluer ViCtV',, nous prendrons pour coordonnées 
d'un point quelconque M les deux distances PM, P'M, que 
nous désignerons par r et r', et l'angle ^ que fait le plan PMP' 
avec un plan fixe passant par la droite PP'; un élément du 
plan PMP' a pour expression rdrdQ, Q étant l'angle MPP'. Si, 
dans la relation 

nous faisons varier 0, laissant r constante, nous aurons 

r'dr' = arsinOdO, 
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l'élément de surface deviendra 

r' dr dr' rr^ dr dr' 

asind ay 

étant la distance de l'élément à Taxe PP'. Cet élément de 
rface, en tournant autour de Taxe, engendre un élément de 

lume 

, rr'drdr'd^ 

dv = ^- • 

a 

a ainsi 
\,= ^^kr'drdr'd^, \\ = - "^krdrdr'd^\f. 

égrons d'abord par rapport à ^, et posons 

2:r 



O 



tant une fonction de r et r', les expressions précédentes 
iennent 

V,=r- Vflr'rfrrfr', V'.= - Y Hrrfrrfr', 



Y,-\\=yE- -drdr\ 

t' — /* 

quantité H conservant le même signe, et le rapport 

it compris entre — i et -m, on pourra écrire 

V.-V',=:X VHrfrrfr', 

tant un nombre compris entre — i et -M. D'autre part, si 
1 désigne par H, une valeur moyenne de H, on aura 

I 

ur calculer la valeur de l'intégrale double, si l'on intègre 
bord par rapport à r et ensuite par rapport à r, il faudra 



• 
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partager Tintégrale en deux parties : 

dr j rfr/-f- / dr I dr' = a (2p — a). 

o «/a — r «/a t/r — a 

On a ainsi 

V. — V', = XH,a(2p — «), 

ei, par suite, 

=:X-h e -h XH,(2p — a); 

ce rapport a pour limite X, quand a et p tendent vers zéro(*). 

SURFACES DE NIYEAU. 

165. On appelle surface de niveau le lieu des points pour 
lesquels le potentiel V a une même valeur. Par le point P passe 
une surface de niveau, et une seule, et il est facile de voir 
que la force qui s'exerce en ce point est normale à la surface 
de niveau. On sait, en effet, que la normale à cette surface au 
point P fait avec les axes des coordonnées des angles dont les 
cosinus sont proportionnels aux dérivées partielles 

yv yv yv 

et par conséquent proportionnels aux composantes X, Y, Zde 
la force. On en conclut que la force est dirigée suivant la nor- 
male à la surface. 

Soit dn la portion de normale comprise entre deux surfaces 
de niveau infiniment voisines V et V-f- rfV, et supposons que 
Taxe des x coïncide avec la normale; on a 

rfV 



F = X=:- 



dn 



Ainsi la force qui s'exerce en un point est égale à la dérivée 
du potentiel par rapport à la normale à la surface de niveau 



(" ) Cette démonstration ingénieuse a été ipiiaginée par M. Bouquet. 
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passant par le point considéré, el celle force est dirigée du 
oôié vers lequel le potenliel diminue. 



THÉORÈME FONDAMENTAL. 

166. Jusqu'ici nous n'avons parlé que des dérivées pre- 
mières du polenliel; les dérivées secondes jouissent aussi de 
propriétés très-remarquables. Considérons d'abord le cas où 
le point P est situé en dehors des masses agissantes; la fonc- 
tion -ne devenant pas infinie, on peut différentier sous le 

signe somme comme à l'ordinaire. Une première opération 
(nM59) nous a donné 

Une seconde opération nous donnera 
On a de même 

On en déduit 

D'V 7i^\ Ti'y v^3(a'-4-6--f-r')- 3 



^x^ <)r' ^z 






La fonction placée sous le signe somme étant identiquenieni 
nulle, la somme elle-même est nulle. Ainsi, tant que le point P 
est en dehors des masses agissantes, on a 

^^V y\ :)'V 



Tix^ Dj'' Dz' 
Pour abréger, nous représenterons le premier membre par le 
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symbole AV, de sorte que l'équation précédente s*écrin 

AV = o. 

Lorsque le point P est situé à l'intérieur des masses agis- 
santes, la fonction placée sous le signe somme devenant in- 
finie» on ne peut plus opérer comme nous avons fait;d'ail- 
leurSy les expressions telles que 

auxquelles nous avons été conduit, n'ont plus ici de signifi- 
cation déterminée; car si l'on remplace dq par sa valeur 
/rr' rf&)rfr, il reste encore le facteur rau dénominateur, et la 
fonction sous le signe somme devient infinie. Il faut alors re- 
courir à d'autres méthodes. 

167. Supposons d'abord que la masse agissante ait, dans le 
voisinage du point P, une densité constante. Imaginons une 
petite sphère S comprenant le point P; appelons Vi le poten- 
tiel de la masse renfermée dans la sphère, et V^ celui de la 
masse extérieure. L'origine des coordonnées étant placée au 
centre de la sphère, nous avons trouvé (n° 160) 

^x 3 ^x 3 -^ Dz 3 

on en déduit 

Dot» "" Dj' "" Dz^ ~" 3^ ' 

et, par suite, 

AV. = -47: A-, 

k étant la densité du fluide dans la petite sphère. Le point? 
n'étant pas situé dans la masse extérieure à la sphère, on a 

d'autre part 

AV, = o, 

il en résulte 

A V = A V, H- A V, = - ^nk. 



\ 
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$. La même propriété a lieu lorsque la masse agissante 
pas homogène autour du point P; voici la démonstration 
ée par M. Clausius. 

aginonSy comme précédemment, une petite surface S, 
36 et convexe, enveloppant le point P {fig. 40; appelons 




potentiel de la masse comprise dans celte surface, et Vj 
de la partie extérieure. Puisque AVa = o, il suffit de 
1er AV,. Menons du point P un cône d'ouverture angu- 
infiniment petite rfw; ce cône détermine, entre deux 
3es sphériques de rayons r et r H- rfr et ayant pour centre 
int P, un élément de volume 

dv 1= r^ rfw dr, 

\l a, 6, c les cosinus des angles que fait avec les axes une 
;énératrices PM du cône, La masse 

dq = kr^ dtùdr, 

e dans cet élément de volume, exerce sur le point P une 
n 

kr^ d(ù dr 



r' 



= kdcùdr, 



pour composante, suivant Taxe des x, 

— akdodr^ 



n a 



^x 



— X, = V akd(adr z=z la do) j kdr, 
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p élant la longueur du rayon allant du point P à un point quel" 
conque M de la surface S. Si Ton pose 



«/o 



p 
kdr, 

o 



cette expression prend la forme 



H' 



ox 

La lettre r désigne la dislance du point P à un point quel- 
conque m du rayon- PM, et, dans Tintégrale H, cette variable 
croît de o à p. Appelons r' la distance Mm, et remplaçons la 
variable r par la variable r' ; on a 



H = - Ç"" hdr'= r kdr'. 



L'intégrale conserve la même forme; mais la distance est 
comptée à partir de la surface S au lieu de Têtre à partir du 
point P. Cette intégrale H dépend de la direction du rayon MP 
et de sa longueur; c'est une fonction des quatre variables a, 
6, c, p, dont trois seulement sont indépendantes, à cause de la 
relation entre les cosinus. Le cône rf« découpe sur la sur- 
face S un élément MM' que nous désignerons par rfo-, et sur la 
sphère décrite du point P comme centre, avec le rayon p, 
un élément ME égal à fdtù. Appelons a, p, y les cosinus des 
angles que fait avec les axes la normale MN à la surface au 
point M, i Tangle de cette normale avec le prolongement MA 
du rayon PM ; on a 

p^* (/û)= rfacos/, 
et, par suite, 

^V, r Ti 7 r^Hcosi , 

^^ J J P' 

Cette nouvelle forme présente l'avantage que l'élément diffé- 
rentiel rf cet les limites de l'intégration sont indépendantes 
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'^§ de la posilion du point P à Tintérieur de la surface S. D'ailleurs 
la fonction placée sous le signe somme conserve une valeur 
finie. On peut donc différentier sous le signe somme à la façon 
ordinaire, et Ton a 






/ /«H cosi\ 



Si l'on appelle Ç, yj, Ç les coordonnées du point M, on a 

a = - ? 6= -^ c=z > 

P P P 

cosi = aa-f- 6(3 -f- cy, 

pcosi=:a{g— ^)-4- (3(yi — 7)-+-y(Ç — -3). 

On peut écrire 

aHcos/ a . „ 

= — p cosi.H; 



P^ P' 



on en déduit 



^/firHcosiX / a\ 

\ p' / \p'/ Tw . î)(pcosz) aH DH «cosi 

j: -— ,^^ HpcosM ^V ■— r-^-^r- — r— 

Da: Jo: '^ c):r p* O^rp' 

Or 

Dp _ ^ — a: _ ^ 

ex p 

_lZZ := -AZ!^Zi — __ 1 / ^— ^ ^p — '^^'~\ 

^x D*r p* ^ p* t):r p* 

. c)(pCOSl) 

On a donc 



=r — a. 



/aHcosA 



p* / 4a'— 'tw . aaH acosi<)H 

^ —^ HCOSI i-H : — r— î 



Do: p' p* p* Do? 
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et, par suite, 



V, THr. . 1 . , racosiIJH, 






On a de même 

^z' J 9' L '^J. J P' ^z 

Si Ton ajoute ces expressions, on voit aisément que les termes 
de la première intégrale s'annulent; il vient 

D'v, ;)^v, -d'Y, rcosi f dh .î)H ;)H, , 



H fi' 



^SC^ c)^'* Dz^ J p'^ \ ^X ^jr ^Z 

La quantité H est» comme nous Tavons dit, une fonction 
de a, 6, c, p; mais ces quantités sont des fonctions connues 
des coordonnées x, y, z du point P: on a donc 

DH DHDa DH :)& DH De DH ;)p 

^x ^a ^x ^b ^x ^c ^x <)p ^x^ 
mais 

Da I 5 — ^î)p a^ — I 

^x p p' D:r p 

Dé yj — T ^ P ^b De ac 

^x p' Do: p D^ p 

Il en résulte 

DH DHfl'— I DHflé DH «c DH 

a, 



^x ^a p ^b p De p ^p 
ou 

DH a / DH . DH DH\ i DH DH 

Dx p \ D« Do de J p oa dp 

On a de même 

DH 6 / DH , DH DH\ i DH .DH 

Dj p\Dtf Do ôc J p ôo Dp 

DH c f DH .DH DH\ i DH DH 

-— =- la- {. l, —- ^ c-—] ^r c-T — 

D-3 p\D« Do De/ pDe op 
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déduit 

Do; c)^ <)2 bp 



ssion de AVi devient ainsi 



A^r rcosi on j 

AV. = -J—^ rfa. 






; avons pose 

p 



-=/ 



kdr'; 



ir de p n'entre pas sous le signe somme; la limite su- 
e seule dépend de p; en appelant A*, la densité du 
lectrique au point P, on a donc 






suite. 



AV, = - fr. Ç^ dŒ=- h\ Cd(^. 

itégrale double devant être étendue à toute la sphère 

du point P comme centre avec un rayon égal à Tunité, 

fin 

• AV.r=-47rfr., 

suite, 

AV=-47tA-„ 

3 AV,=.o. 

l'expression A V est égale à zéro ou à — ^'Kkx, suivant 
point P est situé à l'extérieur ou à l'intérieur des 

agissantes. Mais on peut comprendre tous les cas de 

tion dans un même énoncé : si l'on désigne par k la 
de la masse agissante au point P, on a, d'une manière 

e, la relation 

.-- ;)'V D'V b'Y , , 

bx^ by^ D2- ^ 



!I06 DEUXifcllE PART». — GHAPITBB I. 

fiQUILlBBE ÉLECTRIQUE DANS UN STSTÈME DE CORPS PARFAITKIINT 

CONDUCTEURS. 

169. Un corps bon conducteur est un corps qui n'oppose 
aucune résistance au mouvement de l'électricité. Considérons 
un système formé de conducteurs isolés, et chargés de quan- 
tités électriques données. Appelons V le potentiel de tout le 
système sur un point P quelconque. Pour l'équilibre élec- 
trique, il est nécessaire et il suffit que le potentiel ait une 
valeur constante à l'intérieur de chacun des corps conduc- 
teurs; car si le potentiel avait une valeur variable dans l'un 
d'eux, une masse m d'électricité libre située dans le corps 

rfV 
serait sollicitée par une force égale à — m -j— » et se mouvrait 

an 

dans la direction de celle force. D'autre pari, les deux quantités 

+ m et — m d'électricités contraires, qui forment une masse 

infiniment petite de fluide neutre, seraient sollicitées par deux 

forces égales et contraires, se mouvraient en sens opposés, 

et le fluide neutre serait décomposé. Ainsi le potentiel de 

tout le système doit avoir une valeur constante V» dans l'un 

des conducteurs, une valeur constante Vj dans un second, etc. 

Il est évident, d'ailleurs, que cette condition est suffisante. 

Le potentiel est variable dans l'espace isolant qui sépare les 

corps les uns des autres. 

• 

170. Le potentiel ayant une valeur constante dans chacun 
des corps conducteurs, les dérivées premières —i —» -— 

sont nulles en tous les points du corps, et il en est de même 

l^\ ^^\ ^»V 
des dérivées secondes ^^ — -•> r— -? r— -• Ainsi, dans chacun des 

^x^ jr' ôz^ 

corps, on a AV=o;de la relation fondamentale A V= — 4^''» 
on conclut que la densité k de l'électricité libre à l'intérieur 
des corps est nulle, et par conséquent, qu'il n'y a pas d'élec- 
tricité libre à l'intérieur des corps conducteurs. Il résulte de 
là que l'électricité libre est distribuée suivant une couche in- 
finiment mince à la surface de chacun des corps conducteurs. 
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Soit dd un élément de surface, e l'épaisseur de la couche en 
ce point; la masse d'électricité libre répandue sur cet élément 
de surface est dq = kîda. Comme on ne peut pas évaluer 6, 
on pose he=z A, d'où dq=^ hda. Le coefficient A est ce qu'on 
appelle la densité de la couche électrique. La quantité d'élec- 
tricité libre répandue à la surface de l'un des corps, ou sa 
charge électrique, est 

Q =jhda, 

son potentiel est 

r hd(T 

171. Dans chacun des corps conducteurs, le potentiel, 
comme nous l'avons dit, conserve une valeur constante; il 
varie d'une manière continue à l'extérieur, ou dans l'espace 
qui sépare deux corps conducteurs; nous allons démontrer 
qu'il jouit de la même propriété quand le point P traverse 
une couche électrique. Supposons, en effet, que le point P 
soit placé à une distance très-petite d'une couche électrique, 
distance mesurée par la normale PO [Jig.^i) à cette couche; 

Fis- l\i' 







B 



m n 

r >K 

\ 



appelons V, le potentiel d'une zone très-petiie AB comprenant 
le point 0, elVj le potentiel des autres masses électriques; 
on a 

Sur un élément mn de la zone est répandue une quantité d'é- 
lectricité hd(T, et le potentiel de la zone a pour expression 



/ 



hd, 
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Projetons la zone AB sur le plan tangent au point 0; ; 

Ions y le cosinus de l'angle que la normale en m fait a* 

normale au point 0, da' la projection de l'élément di 

aura ' 

d<7' =^yd(T, 

Menons dans le plan tangent un axe fixe 0^ ifig' 43)> < 
terminons l'élément dfj' par deux droites, faisant avec ra: 

Fig. 43. 



des angles égaux à 9 et à <p -4- ^9, et par deux cercles d 
du point comme centre, avec des rayons égauxàu etu - 
on aura alors 

rfo"'= udud^, 

et, par suite, 

hudud(^ 



-=/^=// 



yr 



En désignant par ^ l'angle de la droite P m avec la normal 
(/^•42), ona 

M^rrsin^, 

/lsin^p 



•=// 



du do, 



ou 



J o Jq 7 

Soit /ii la valeur maximum de h sur la zone, yi la valeui 
nimum de y, laquelle est voisine de l'unité; on a, poi 
point quelconque de la zone, 

Asin^ ^ /<i 

y 7- 



élsgtrostàtiqub. 9.09 

par suite, 



X 



y 7>'' 



et, en supposant que la projection de la zone sur le plan tan- 
gent soit un cercle de rayon p, 

V, < 27r —p. 

On voit que la zone n'introduit dans le potentiel qu'une quan- 
tité très-petite. Concevons maintenant que le point P se 
meuve sur la normale PO et traverse la couche électrique; 
V, ayant une valeur très-petite et V, variant d'une manière 
continue, il en est de même de V. 

172. Dans chacun des corps conducteurs, le potentiel a une 
valeur constante, et cette valeur est la même qu'à la surface 
puisque la fonction varie d'une manière continue; la surface 
du corps est donc une surface de niveau. La force qui agit sur 
la quantité d'électricité h de répandue sur un élément de la 

rfV 

surface du corps est ~ h —7— d(T, la dérivée étant prise à l'ex- 

lérieur; cette force est dirigée du dedans au dehors et dé- 
truite par la résistance de l'air ou de l'enveloppe isolante; il 
en résulte que si h est positif, la fonction V diminue quand 
on va de l'intérieur du corps à l'extérieur; c'est le contraire 
qui a lieu quand h est négatif. 

La force dont nous venons de parler produit sur l'enveloppe 
isolante une pression qui, rapportée à l'unité de surface, est 

-A—. 
dn 

Remarquons encore que —r- change brusquement de valeur 

quand le point P traverse une couche électrique; car, à l'in- 
térieur, cette dérivée est nulle, et, à l'extérieur, elle a une 
valeur unie différente de zéro. 

La superposition de deux états d'équilibre est un nouvel 
état d'équilibre. Soient en effet V et V les potentiels relatifs 

14 
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à ces deux étais d'équilibre; le potentiel Vh-V pour le no 
état résultant de la superposition des deux premiers ser; 
core constant dans chaque corps conducteur. 

Si Ton change dans un rapport constant la densité 
trique de chaque point, on obtient de même un nouvel 
d'équilibre; car le potentiel, étant multiplié par ce n 
rapport, conserve une valeur constante à l'intérieur de cli 
corps. 

Considérons un corps conducteur unique dans un n 
isolant; nous démontrerons plus tard qu'une quantité de 
d'électricité libre ne peut être distribuée que d'une : 
manière à la surface de ce corps. Il résulte de ce qui pr( 
que si Ton connaît la loi de distribution d'une quantité Q 
lectricilé à la surface du corps, on connaîtra celle d'une ( 
tité quelconque Q; il suffira de multiplier la densité en cb 

point par le rapport^? en d'autres termes, de poser 

Le potentiel variant dans le même rapport, on a V=V, 
et, par suite. 

Ainsi la pression en chaque point est proportionnelle au a 
de la charge. 

DISTRIBUTION DE l'ÉLEGTRICITÉ SUR UNE SPHÈRE 

ou UN ELLIPSOÏDE. 

173. La recherche de la loi de distribution de l'éleclri' 
libre à la surface d'un corps conducteur isolé, et qui n 
soumis à l'action d'aucun autre corps électrisé, présente 
grandes difficultés mathématiques; cette question spéc 
s'écartant du plan de ce cours, nous nous bornerons à en ci 
quelques exemples simples. 



' tUCTROSTATIQUB. 211 

11 est évident que sur une sphère la couche électrique doit 
être uniforme; si donc on appelle a le rayon de la sphère, la 

densité de la couche sera h= -, — -• Le potentiel (n" 160) 

est — à l'intérieur, et ~ à Textérieur, p désignant la distance 
« P 

du point P au centre. La pression électrique est égale à -. — y 

Considérons maintenant un corps conducteur ayant la forme 
d'un ellipsoïde; imaginons une seconde surface ellipsoïde, 
concentrique et homothétique à la première, très-voisine et 
extérieure, et concevons que l'espace compris entre ces deux 
surfaces soit rempli d'un fluide de densité constante h. On 
sait qu'une couche ellipsoïde homogène telle que celle-là 
n'exerce aucune action sur un point intérieur; le potentiel 
à l'intérieur étant constant, cette couche pourra servir à fi- 
gurer la loi de distribution de l'électricité à la surface de Tel- 
iipsoïde. Soit i -f- aie rapport de similitude des deux surfaces, 
«étant très-petit; appelons p la perpendiculaire OH abaissée 
du centre sur le plan tangent au poiniMf^^. 44); l'épaisseur g 

Fie. 44. 



/ - \ 
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de la couche en M est la distance MN des plans tangents pa- 
ï'allèles aux points homologues M et M', distance égale à poL\ 
^n a donc li:=k^:=k(xp\ ainsi la densité h de la couche 
électrique en chaque point M est proportionnelle à la distance 
du centre au plan tangent en ce point. Une ligne d'égale den- 
sité est la ligne de contact d'un plan tangent à l'ellipsoïde et 
^ une sphère concentrique donnée: Si l'on désigne par a, b, c 
'es longueurs des demi-axes de l'ellipsoïde, le volume de la 
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couche élanl î T:abc [(i -f- a)^~ i], ou sensiblement . 
sa masse ou la charge électrique est 

Q = i\T:abc(x.ky 



d'où 



On a d'ailleurs 



^Tzabc 



P = 






Si Ton suppose que c devienne très-petit, rellipsoïde 
forme en un plateau elliptique infiniment mince; pui^ 

lim -=z — <» 



c j X* y'* 



on a 

Q 



// = 



^Tzab 



I x^ r^ 



les lignes d'égale densité sont des ellipses conceniri 
homothétiques. La densité électrique augmente à 
qu'on s'éloigne du centre sur un rayon. 



*—* 
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CHAPITRE IL 

SUITE DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 

Formule de Green. — Théorèmes qui en résultent. 



FORMULE DE GREEN. 

174. Soient U el V deux fonctions quelconques finies el 
lUinues de or, y, z. Posons, comme précédemment, 

.^, ^'V cvv yy 

:sa;^ c>j^ :^z^ 



considérons l'intégrale 



///' 



UAYcixdy^dz, 



"due au volume enveloppé par une surface fermée con 

Fijj. 45. 



; I 



^ ■ / 



1 

0} 



, y 



/ 



• S ijig' 45). Celte intégrale est composée de trois termes 
ï forme 
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U — ^ dx les coordonnées j el z restent 

constantes, et les limites de Tintégration s'ont les abscisses jt^ 
et Xi des deux points Mi et M,, où une droite parallèle à Taxe 
des X rencontre la surface S. On a donc, en intégrant par par- 
lies, 

X, 3x» ■* l^ ^^/^. \ ^^)x. X, ^^ ^'^ ^' 
et, par suite. 

Le produit dx dydz représente un élément de volume rff, le ^ 
produit dydz un élément de surface rfo) pris sur le plan 
desjz; on peut donc écrire l'équation précédente sous la 
forme plus simple 

L'élément rfw est la projection sur le plan jOz de deux élé- 
ments rf(T, et d(7i de la surface S, situés aux points M, et Mi. 
Si Ton appelle a,, (3,, y,, a», ^2, y^ les cosinus des angles que 
les normales Mi N,, Ma Na à la surface aux points M, et Mj fonl 
avec les axes des coordonnées, la normale en chaque point 
étant menée à l'extérieur du volume enveloppé par la surface, 
on a 

don =1 — a, d(Tx z=: -\- OL'i d(Ti, 

et, par suite, 
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ais le second membre est l'intégrale 



-t; 



/ 



Il r— add 

ÔX 



.endue à toute la surface S; on a donc 

Les deux autres parties de l'intégrale proposée donnent de 
lême 

En ajoutant ces trois équations terme à terme, il vient 



(J 



J \bxbx by by bz bz) 



Soitfi^^ un élément MM' de la normale à la surface S, menée 
ir le point M vers l'extérieur; les cosinus a, p, y des angles 
ie cette normale fait avec les axes ont pour expressions 



dx -. dy dz 

ds^ ^ ds^ ' ds 



n en déduit 



Dj: by ' bz bx ds by ds bz ds ds 
e qui donne finalement 

'intégrale double s'étendanl à la surface S, et les deux inté- 
)fales triples au volume enveloppé par celte surface. Telle est 
a formule de Green. 
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Pour simplifier, nous avous supposé le volume limité par 
une surface convexe. Mais le même mode de raisonnement 
s'applique à un volume quelconque; quelle que soit la forme 
du volume, une parallèle à Taxe des x rencontre la surface S 
en un nombre pair de points M„ Mi, M3, M4,...; l'intégrale 



J ^^' 



dx 



doit être prise d'abord de x^ à Xi, puis de x^ à x^, etc.; en 
transformant comme précédemment chacune de ces portions 
d'intégrale, on a 

\ ^^1 Xi J OX ÔX 

et, par suite, 

/"S-=/[-(«S)„-(''^^,)„-('S)., 

en remarquant que 

d(ù =: — ai t/(Ti =: -+- aj da'2 = — «s dcr^ = -^ a^d(T^=' •-, 

on voit que le premier terme du second membre n'est autre 
chose que l'intégrale 



/ 



" 5^ '''''' 



étendue à toute la surface S, la normale en chaque point étant 
menée en dehors du volume. Ainsi la formule de Greenesi 
générale. 

Théorème II. 

175. Nous supposerons dans ce qui suit que V désigne le 
potentiel d'un système de masses électriques, ou plus géné- 
ralement d'un agent quelconque s'exerçant suivant la loi de 
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Newton. Si dans la formule de Green on fait U=:i, elle se 
réduit à 

si l'on remplace ensuite AV par sa valeur — /{vi, elle devient 

Mais Tintégrale 1 kdu n*est autre chose que la somme des 

masses agissantes situées dans un volume considéré; on a 
donc la relation « 

(11) f^da=-i.Q. 

On peut énoncer celte relation de la manière suivante : 
Nous avons désigné par ds un élément extérieur MM' de la 
normale à la surface S {fig. 46); considérons les deux surfaces 

Fig. 46. 




de niveau V et V-+- rfV qui passent par les points M et M'; 
appelons dn l'élément MN de la normale à la surface V com- 
pris entre les deux surfaces de niveau, et i Tangle NMM' des 
deux normales. Dans le triangle rectangle MNM', on a 

dn = ds cosi; 

il en résulte 

d\ d\ , ^ . 

-j- = —j- cosi = — F cosj; 
ds dn 

F désignant la force qui s'exerce au point M, et qui est dirigée 
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suivant la normale MN à la surface de niveau, Fcosi est la 
projection de cette force sur la normale MM' à la surface S. 
L'équation (II) prend ainsi la forme suivante : 

(11/ fFcosid(iz=^T:Q, 

et Ton dira que la somme des composantes normales des forces 
gui s'exercent sur les différents éléments d'une surface fermée 
est égale à la masse agissante enveloppée par cette surface, 
multipliée par le facteur constant ^t:. 

» 

Théorème III. 

176. La différence des forces qui s'exercent sur deux élé- 
ments correspondants de deux surfaces de niveau est égale à 
la masse agissante contenue dans le canal orthogonal compris 
entre ces deux éléments, multipliée par le facteur constant ^z» 

Soient S, et Si deux surfaces de niveau (^ig^. 47); prenons 
sur la première un élément da^, et par chacun des points du 

Fig. 47. 
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périmètre de cet élément menons une ligne orthogonale aux 
surfaces de niveau comprises entre Si et Ss; le canal ainsi 
formé découpera sur la surface S» un élément correspon- 
dant rf(T2. Appliquons le théorème précédent au volume enve- 
loppé par ce canal et les deux éléments qui le terminent; il 
faut étendre Tintégrale à toute la surface du canal; en chaque 
point de la surface latérale, la force étant tangente à la ligne 
orthogonale, sa composante normale est nulle. L'intégrale se 
réduit donc aux termes fournis par les deux bases do*, et rfo-j. 
Si l'on mène les normales dans le sens M1M3» la relation (II) 
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devient 



(111) 



(S)/^'-(^)/''=-4:r?. 



gelant la masse agissante comprise dans le canal orthogonal. 
Le théorème deM.Chasles est un cas particulier de celui-ci. 
Lorsqu'il n'y a aucune masse agissante entre les deux surfaces 
de niveau, on a 



\dn ) i ' \dn ) i ' * 



el par conséquent les forces qui s'exercent sur les éléments 
correspondants des surfaces de niveau sont égales. 

Théorème IV. 

1T7. La densité en chaque point d'une couche électrique 
est égale à la force qui s'exerce en ce point divisée par le fac- 
teur constant 4?:. 

Dans un système éleclrisé quelconque en équilibre, la sur- 
face S d'un corps conducteur est une surface de niveau, et sur 
cette surface est répandue une couche électrique. Prenons un 
élément da de cette surface, et considérons deux surfaces voi- 
sines, savoir : une surface de niveau extérieure S, dans le voisi- 
nage de l'élément dfj^ et une surface intérieure Si; par chaque 
point du périmètre de l'élément da, menons à l'extérieur une 
ligne orthogonale aux surfaces de niveau comprises entre S 
et Sa, el prolongeons cette ligne arbitrairement à l'intérieur 
jusqu'à la surface S.; nous formerons ainsi un canal détachant 
sur les surfaces Sa et S, des éléments da^ et rfo-,. Appliquons 
la relation (II) au volume de ce canal; l'intégrale doit être 
étendue à la surface qui l'enveloppe. Pour toute la partie qui 
est située à l'intérieur du conducteur, comme d\ est nulle, 
les éléments de l'intégrale sont nuls. La normale en un point 
quelconque de la partie extérieure de la surface latérale du 
canal étant tangente à la surface de niveau qui passe en ce 

point, quand on marche sur cette normale on a —r- = o, et les 
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éléments de l'intégrale pour cette partie de la surface latérale 
sont encore nuls. L'intégrale se réduit donc à rélémenl 

( -T- j rfo's fourni par la base extérieure rfo-j. D'autre part, si 

l'on désigne par h la densité de la couche électrique sur l'élé- 
ment rf(T, la masse électrique contenue dans le canal est Arfj. 
L'équation (II) devient donc 



(2),'''''=-^'^'"''' 



ou 






\dn 1 2 d(T 



= — ^7:h. 



Si Ton suppose que la surface extérieure Sa se rapproche de 

plus en plus de la surface S, le rapport -7-^ a pour limite 

dd 

l'unité, et l'équation précédente se réduit à 

(IV) Çn=-^^'' 

la dérivée étant prise à l'extérieur. 

178. Corollaire. — La pression exercée par la couche élec- 
trique sur le milieu isolant, et rapportée à l'unité de surface, 

d\ 
est -- h -j- (n° 172). ou ^r.h^. Ainsi la pression en chaque 

point est proportionnelle au carré de la densité de la couche 
en ce point. 

Sur un ellipsoïde isolé et qui n'est soumis à l'action d'aucun 
autre corps électrisé, la pression est exprimée par la formule 

où Q désigne la charge, et p la distance du centre au plan tan- 
gent au point considéré (n** 173). 
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Théorème V. 



179. Les éléments correspondants de deux couches placées 
en regard l'une de l'autre contiennent des quantités d'élec- 
tricité égales et de signes contraires. 

Considérons deux corps conducteurs A elB isolés, et placés 
en regard Tun de l'autre (^gr- 4^), de telle sorte que deux 

Fig. 48. 
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parties S, et Si de leurs surfaces soient comprises dans un 
même canal orthogonal, ne renfermant entre les deux couches 
répandues sur S, et S, aucune autre masse électrique. Nous 
appellerons éléments correspondants des deux couches les 
^/éments ddx et c/o-j compris dans un même canal orthogonal 
nfiniment petit; imaginons ce canal prolongé d'une manière 
uelconque dans chacun des corps A et B et fermé aux deux 
outs, et appliquons encore à ce volume la relation (II); tous 
îs éléments de l'intégrale sont nuls : d'ailleurs la masse élec- 
ique qui y est contenue est A, rfci -4- A» rfc», Ai et A, dési- 
oant les densités sur d<7i et rfo-^; l'équation se réduit donc à 

V) A, ^(T, + hiddi^o. 

180. Corollaire. — Supposons que les deux surfaces S, 
l Si soient très-voisines l'une de l'autre, et appelons e leur 
istance M|M,. Les éléments rfci et rfo-j étant sensiblement 
gaux, on a approximativement Aj = — A,. La densité est don- 
lée par la relation (IV), 

, r rfV 

A, = — 7- -T- -, 

47: an 

\ . V,— V, 
"nais quand on va de Mi àM,, la dérivée diffère peu de ;•, 
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on a donc la formule approchée 

47re 

Ainsi la densité électrique en chaque point varie en raison 
inverse de la distance des deux surfaces. 
Calculons la charge : on a approximativement 

rf<7. (V, — V,)S. 



Q. = J/, ^^. :=: X!_I' J 



e ^Tzex 



e, désignant une valeur moyenne de la distance e. 

Ces considérations peuvent être appliquées au plateau con- 
densateur et à la bouteille de Leyde. Ordinairement, on fait 
communiquer le corps B avec le sol; dans ce cas, on a Vj=o, 
et la formule précédente se réduit à 

47re, 

Si la bouteille était parfaite, c'est-à-dire si les deux armatures 
étaient fermées, les charges des deux armatures seraient rigou- 
reusement égales et de signes contraires. 

Théorème VI. 

181. Lorsque j dans un système électrisé en équilibre, un 
corps conducteur enveloppe diverses masses électriques ^ la 
somme algébrique des quantités d'électricité situées à r inté- 
rieur et sur la surface interne du corps est nulle. 

Soient 5, q'^q"--. les masses électriques situées à Tintérieur 
du corps conducteur enveloppant A [fig* 49); sur la surface^ 
interne du corps A est répandue une couche Qi , et sur la sur- 
face externe une couche Qj; il peut y avoir d'autres masses 
électriques en dehors. Imaginons une surface fermée S dans 
le corps A lui-même, c'est-à-dire entre sa surface interne et 
sa surface externe, et appliquons au volume enveloppé par 
cette surface le théorème II : 

d(iz= — 4î:Q. 



/ 



ds 
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Le poleniiel V de tout le sytème ayant une valeur constante 
dans le corps A, la dérivée -j- est nulle en chaque point de 






[ V. _/■ 'y 



la surface S; on a donc Q = o, et, par suite, 

* 

(VI). Qi 4- ? + î' -I- . . . = o. 

Les masses q, q\., peuvent appartenir à des corps mauvais 
conducteurs, ou bien être les couches répandues à la surface 
de corps conducteurs électrisés, séparés les uns des autres et 
de la surface interne du corps A par un milieu isolant. 

Corollaire. — Supposons qu'il n'y ait pas d'autres masses 
électriques que celles qui sont enveloppées par le corps A, et 
que ce corps ait été primitivement à l'état neutre; il sera élec- 
irisé par influence, et la somme algébrique Q, -i- Q, des quan- 
tités d'électricité libre développées sur ce corps sera nulle ; 

on aura donc 

Q2= — Qi = 9 + î'+ 

On trouve ainsi la loi de Faraday : la quantité d'électricité 
induite sur un corps conducteur enveloppant est égale à la 
quantité inductrice. 

Théorème VU. 

182. Quand une surface fermée ne renferme aucune masse 
agissantey et que sur cette surface le potentiel est constant, 
le potentiel est aussi constant dans tout le volume enveloppé 
par la surface. 

Supposons que, dans la formule de Green, les deux fonc- 
tions U et V soient égales et représentent un même potentiel, 
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on aura 

/v.v..=/v-.,-/[(g)V(-y.(lY)'].. 

si Ton remplace AV par sa valeur — ^iik et si Ton remarque 
que 



il vient 



m'-m-^Mh-' 



(y) f¥'di^= C\^d(T-h^T: Ck\dv. 

La surface S ne contenant aucune masse agissante , on a 
/r = o dans tout le volume, et, par suite, 



/ 



k\di^ = o. 



D*auire part, le potentiel ayant une valeur constante V, sur la 
surface S, on a, en vertu du théorème II, 

On en déduit 

(Vllj C¥'di^ = o. 

Ainsi la force F est nulle, et par conséquent le potentiel con- 
stant, dans toute l'étendue du volume. 

183. Corollaire. — Lorsqu'un corps conducteur présente 
des cavités ne renfermant aucune masse agissante, toute C élec- 
tricité libre se porte sur la surface extérieure du corps comme 
si le corps était plein. Sur la surface d'une cavité, le potentiel 
a une valeur constante V,; supposons qu'en un point P de la 
cavité il ait une valeur différente a; sur chaque rayon allant 
de P à un point quelconque de la surface, le potentiel variant 
de a à V,, on pourrait trouver un point M où le potentiel au- 
rait une valeur donnée 6, comprise entre a et V,; le lieu des 
points M formerait une surface fermée, à laquelle on pourrait 
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appliquer le ihéorème précédent; le potentiel aurait la valeur 
Constante 6 à Tinlérieur de cette surface, ce qui est contraire à 
l'hypothèse. Ainsi le potentiel a, dans toute la cavité, la valeur 
constante Vi qu'il a dans le corps conducteur, et par consé- 
quent, en vertu du théorème IV, il n'y a pas d'électricité libre 
à la surface de la cavité. En outre, si Ton introduisait dans 
celle cavité un corps conducteur non élecirisé. Tétai de ce 
corps ne serait pas modifié. 

Théorème VIII. 

184. Un système formé de masses électriques fixes données, 
«/ de charges électriques données sur des corps conducteurs, 
n'admet qu'un état d'équilibre. 

Considérons d'abord un système formé seulement de corps 
conducteurs A, B, C, ..., isolés et tels, que chacun d'eux ren- 
ferme des quantités égales d'électricité positive et d'électricité 
négative, je dis que le seul état d'équilibre est l'état neutre. 
Admettons en effet qu'il s'établisse un autre étal d'équilibre, 
eiappelons V,, V,, V,,..., les valeurs constantes du potentiel 
dans les différents corps; soit V, la plus grande de ces quan- 
tités en valeur absolue; désignons par a une quantité constante 
comprise entre Vi et zéro, et plus grande que chacune des 
autres quantités V,, V3,. . ., en valeur absolue. D'un point 
pris arbitrairement sur la surface du corps A, menons des 
droites dans diverses directions; sur une droite qui ne ren- 
contre aucun des corps, le potentiel variant de V, à zéro, 
on peut trouver un point M où le potentiel ail la valeurs; 
sur une droite rencontrant la surface de l'un des autres corps, 
B par exemple, le potentiel variant de V, à Vi, on peut trou- 
ver dans Tintervalle qui sépare les deux corps un point M 
où le potentiel ail aussi la valeur a; si la droite rencontrait 
d'abord la surface du corps A en un second ou en plusieurs 
points, on prendrait le point M au delà du dernier.. On obtien- 
dra ainsi une surface fermée S, sur laquelle le potentiel a la 
valeur constante a, et celte surface enveloppera le corps A en 
laissant tous les autres en dehors. Appliquons au volume en- 

i5 
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veloppé par cette surface la relation ( y ) du numéro précédent^ 
et remarquons que 

j \ -^dç — a I -^</<y=r — 47rûQ, , 

Q, étant la somme algébrique des masses électriques envelop- 
pées par la surface S. Puisque toutes ces masses sont situées 
sur le corps A« on a aussi 

r*Vc/r=zV. fkdv = y,Q,; 

réquation (y) devient donc 

P</vr=47:Q. (V.— fl). 



f' 



Mais dans le cas actuel, Q, = o; on en conclut que F est nulle 
à rintérieur de la surface S» et par conséquent, en vertu du 
théorème IV, que le corps A est à l'état neutre. 

En faisant abstraction de ce corps neutre, on démontrera de 
même qu'un second corps est à l'état neutre , et ainsi de 
suite. Ainsi, dans le cas que nous considérons, l'état neutre 
est le seul état d'équilibre. 

Étudions maintenant un système quelconque formé de masse» 
électriques fixes ç, q'y ç",..,, appartenant à des corps non con- 
ducteurs, et de charges Q,, Q„ Qj, . . . , répandues sur des corps^ 
conducteurs. Nous voulons démontrer qu'il n'y a qu'un état 
d'équilibre; admettons qu'il y en ait deux; appelons ht, As,..., 
les densités des couches répandues sur les corps conducteurs 
dans le premier état, A\, A',,. . ., les densités dans le second 
état. Si l'on change les signes de toutes les masses électrique» 
dans le second état, on aura un nouvel état d'équilibre — f^ 
— q\ — ç'', . , . , — A', , — A', , ... ; ajoutant cet état au premier, 
on obtiendra un nouvel état d'équilibre, dans lequel les masses 
fixes g et — ç, q' ei — q',.. .y se neutralisent, et la densité 
des diverses couches devient A, — A', , A, — A', , ... ; la somme 
algébrique des quantités d'électricité qui forment chaque cou- 
che est nulle. On rentre alors dans le cas particulier que nous 
avons étudié d'abord; ce nouvel état est l'état neutre, et l'on 
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a h\ = A, , A', = A,, . . . : ainsi le système proposé ne peut pré- 
senter qu'un élal d'équilibre. 

Théorème IX. 

185. Si dans la formule de Green, on permute les lettres U 
€lV, et que Ton retranche membre à membre, il vient 

(0^) JuAVrf.-JvAUrf.=J(u^-V^)rf.. 

La fonction V désignant toujours le potentiel d'un système 
quelconque de masses électriques, supposons que U soit l'in- 
verse - de la distance d'un point quelconque du volume con- 
sidéré à un point ^\\q P. On a, en remplaçant A V par sa valeur 

TuAViv =n - 4îr r^ = - 4 TT V;, 

VJ, représentant le potentiel sur le point P des masses com- 
prises dans le volume. Considérons d'abord le cas où le point 
P est extérieur au volume; la distance r ne devenant pas nulle, 

on a identiquement AU = A- = o, et l'équation (ô) se réduit à 





186. Supposons maintenant que le point P soit situé dans le 
volume limité par la surface S. Du point P comme centre avec 
un rayon très-petit r', décrivons une sphère S'; nous pouvons 
appliquer réq nation précédente (IX) au volume compris entre 
les deux surfaces S et S' ; Tintégration doit être étendue 
lux deux surfaces. En ce qui concerne la surface S', on a 

\ 

d(T=- 





:f-^^"-/^^- 



i5. 
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Quand r' lend vers zéro, le premier terme du second membre 
lend vers zéro; le second terme, vers — 47rV^, Y^^ désignant 
le potentiel au point P de toutes les masses agissantes. D'ailleurs 
le potentiel V des masses comprises entre les surfaces Sel 8' 
a pour limite le potentiel des masses enveloppées par la sur- 
face S; réqualion (IX) devient donc 




l'intégrale se rapportant uniquement à la surface S. 

Si la surface S ne comprenait aucune masse agissante, on 
ferait V^ = o; si elle les comprenait toutes, on ferait V^ =:V^. 

187. Corollaire. — Supposons que la surface S soit une 
sphère de rayon R dont le point P occupe le centre; on a 




r ds ds 



'^''=iifw'^''^if'^d'-^ 



mais, en vertu du théorème II, 

dV 



f 



ds 



d(i:= — ^nq, 



q étant la masse agissante contenue dans la sphère ; Téqua- 
tion (IXy devient ainsi 

(A) Çyd(x = ^T:Rq-h^T:R'{\p-\'p). 

Lorsque la sphère S ne renferme aucune masse agissante, on 
a ç = o, V = G, et réquation précédente se réduit à 

(a) CYd<i = ^nK'\p. 

Si, au contraire, la sphère contient toutes les masses agis- 



SUITE DE l'électrostatique. 22q 

sanies, on a V^ = V^, et réquatîon devient 

Q étant la somme de toutes les masses agissantes. 

Théorème X. 

188. Lorsqu'une surface fermée envé^loppe toutes les masses 
agissantes, et que sur cette surface le potentiel a une valeur 
constante, il a en chacun des points extérieurs une valeur 
comprise entre zéro et la valeur relative à cette surface de 
niveau. 

Supposons que la surface fermée S enveloppe toutes les 
masses agissantes, et que le potentiel ait sur cette surface une 
valeur constante positive a. Nous démontrerons d'abord que 
le potentiel conserve le même signe à l'extérieur; supposons 
en effet qu'en un point extérieur P le potentiel ait une valeur 
négative — b ; sur chaque droite allant du point P à un point de 
la surface S, le potentiel variant de —6 à -+-«, on pourrait trou- 
ver un point M, où le potentiel aurait une valeur donnée — - b', 
comprise entre — 6 et zéro; sur chaque droite indéfinie par- 
lant du point P, et ne rencontrant pas la surface S, le potentiel 
variant de — ft à zéro, on pourrait trouver un point jouissant de 
la même propriété. Le lieu de ces points formerait, autour du 
pointP, une surface de niveau fermée S', ne comprenant aucune 
niasse agissante; d'après le théorème VU, le potentiel serait 
constant dans tout l'intérieur, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Il est impossible qu'en un point extérieur P le potentiel ait 
la valeur zéro ; du point P comme centre, décrivons une sphère 
extérieure et tangente à S; d'après l'équation {a) du numéro 
précédent, on aurait 

y dd =: o; 



/ 



le potentiel V conservant le même signe sur toute la surface 
de la sphère, il faudrait qu'il fût nul en chaque point de celte 
surface, ce qui est impossible. 
Nous allons faire voir maintenant que le potentiel ne peut 
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avoir, en un point extérieur^ une valeur égale ou supérieure 
à a. Car si cela était, il y aurait un ou plusieurs points P, où 
le potentiel aurait une valeur maximum c égale ou supérieure 
à a. De Pun de ces points P comme centre» décrivons, comme 
précédemment, une sphère extérieure et tangente à la sur- 
face S; d'après l'équation (a), on aurait 



/ 



Vrf<7=:47rR'C, 



et il serait nécessaire que sur toute la surface de la sphère le 
potentiel eût la valeur maximum c; ceci exigerait que c = a, 
et le potentiel aurait cette même valeur a dans tout l'intérieur 
de la sphère. D'un autre point P' de cette première sphère, 
décrivons une seconde sphère extérieure et tangente à S; on 
démontrerait de la même manière que le potentiel devrait 
avoir la valeur constante a dans l'intérieur de cette seconde 
sphère. En continuant de cette manière, on arriverait à celle 
condition que le potentiel a la valeur constante a dans l'espace 
infini extérieur à la surface S, ce qui est impossible, puisqu'à 
l'infini le potcnliel est nul. Ainsi, à l'extérieur de la surface S, 
le potentiel a une valeur comprise entre a et zéro. 

Si, partant d'un point quelconque M de la surface 8, on s'é- 
loigne vers l'extérieur, le potentiel V commence par diminuer; 
on arrivera à un point M' voisin de M, où le potentiel aura une 
valeur donnée a' un peu plus petite que a, le lieu des pointsH' 
formera une surface de niveau S' enveloppant la première. En 
continuant de cette manière, on formera une série de surfaces 
de niveau s'enveloppant les unes les autres, et sur lesquelles 
le potentiel a des valeurs de plus en plus petites. 

11 est un cas particulier qu'il importe de remarquer, c'est 
celui où le potentiel est nul sur la surface S; la première 
partie du raisonnement précédent suffit pour prouver qu'il esi 
aussi nul dans tout l'espace extérieur. 

Théorème XI. 

189. Lorsque, dans un système électrisé en équilibre, ui 
corps conducteur enveloppe diverses masses électriques^ A 



SUITE DE l'électrostatique. 7.3 1 

<ouche réptmdue sur la surface interne du corps et les masses 
ékciriques situées à V intérieur, forment un système partiel en 
équilibre de lui-même et sans action à r extérieur. 

Revenons à la figure du n** 181 , el appliquons le théorème IX 
à la surface fermée S que nous avons imaginée dans le corps 

conducteur A; le potentiel V de tout le système ayant une 

rfV 
valeur constante Vi dans le conducteur A, la dérivée —7- est 

as 

nulle sur la surface S, et le premier membre des équations ( IX ) 
H (IX)' se réduit à 

r di fdi 

- / y--fdf7 = -\, J -^dd. 

, J ds J ds 

La quantité - peut être regardée comme le poleniiel d'une 

masse égale à Tunité placée au point P ; d'après la relation (II ), 
l'intégrale 




est égale à zéro ou à — ^n, suivant que le point P est situé à 
l'extérieur ou à l'intérieur de la surface S. Dans le premier cas, 
l'équation (IX) se réduit donc à V^ = o; dans le second cas, 
réquaiion (IX)' donne V'^ = V^ — V,. Mais V^ est le potentiel 
lu point P des masses électriques Q,, q, 9',... renfermées 
<lans la surface S; comme, on peut prendre la surface S aussi 
rapprochée que l'on veut de la surface interne du corps con- 
ducteur A, on en conclut que le potentiel du système formé 
par ces masses, dont la somme algébrique est nulle (n° 181), 
6st constamment nul à l'extérieur; à l'intérieur, il est égal au 
potentiel total, diminué de la quantité constante Vi. 

Il résulte de là que le système partiel Q,, q, ^',. .. est en 
équilibre de lui-même; d'abord son potentiel V a une valeur 
constante zéro dans le conducteur A ; ensuite si q, 5', . . . sont 
les charges de divers corps conducteurs placés à l'intérieur, le 
potentiel total V ayant une valeur constante dans chacun d'eux, 
le potentiel partiel V y a aussi une valeur constante. Cet équi- 
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libre partiel est celui qui s'établirait si le corps A communi-r 
quait avec le sol. Puisque son potentiel est nul à Texlérieur, 
le système partiel n'exerce aucune action à Textérieur, et se 
comporte comme un corps neutre. Une bouteille de Leyde 
complète jouit de cette propriété. 

Les autres masses électriques présentent évidemment un 
second équilibre, sans action intérieure; car le poienliei 
V — V de ce second système partiel est constant et égal à V, 
dans tout l'intérieur; ce second équilibre est celui qui s'éta- 
blirait si le corps A était plein. L'équilibre général est donc la 
superposition de deux équilibres partiels. Par exemple, s'il n'y 
a pas d'autre masse électrique que celles qui sont enveloppées 
par le corps A, ou situées sur ce corps, la couche électrique Q2 
qui existe à sa surface externe est en équilibre d'elle-même : 
c'est ce qu'on appelle une couche de niveau. 

190. Corollaire. — On peut généraliser le théorème précé- 
dent. Supposons que plusieurs systèmes analogues à A soient 
eux-mêmes enveloppés par un conducteur B; les masses élec- 
triques renfermées dans les corps A, A', . . . formant des équi- 
libres partiels sans action extérieure, on peut en faire abstrac- 
tion et se borner à considérer les couches Q2, Q'j,. . . répandues 
sur les surfaces externes de ces corps, comme s'ils étaient 
pleins; ces masses électriques avec la couche répandue sur la 
surface interne du conducteur enveloppant B formeront un 
nouveau système partiel en équilibre sans action à l'extérieur 
et aussi à l'intérieur des corps A, A',.... 

S'il n'y a pas d'autre masse électrique que celles qui sont 
enveloppées par le conducteur B ou situées sur ce corps, la 
couche répandue sur la surface externe du corps B est en 
équilibre d'elle-même : c'est une couche de niveau. 

11 est bon de remarquer qu'une couche de niveau n'est for- 
mée que d'une seule espèce d'électricité; car la surface exté- 
rieure de la couche enveloppant toutes les masses électriques,^ 
en vertu du théorème X, le potentiel diminue en valeur absolue 

quand on s'éloigne de la surface en dehors; la dérivée -j— r 






l.l 



^ 
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e4,par suite, la densité A a donc le même signe en tous les 
points de la surface. 

191. Les expériences de Faraday confirmeni ces résultats 
de la théorie. Faraday prend un cylindre conducteur isolé 
IJig, 5o), dont la hauteur est beaucoup plus grande que le 

Fig. 5o. 




fP. 



diamètre, et le met en relation avec un électroscope très-sen- 
sible. Il fait descendre dans ce cylindre une boule électrisée ; 
les pailles de Télectroscope divergent; la divergence augmente 
d'abord, mais devient sensiblement constante quand la boule 
est située au-dessous d'un certain niveau; elle est alors indé- 
pendante de la position de la boule dans le cylindre, et reste 
encore la même quand on met la boule en contact avec le cy- 
lindre. En effet, lorsque le cône mené de la boule à l'ouver- 
ture du cylindre est suffisamment petit, le cylindre se comporte 
comme une enveloppe fermée, et la couche de niveau qui se 
forme à sa surface extérieure a une charge constante -\- Q 
égale à celle de la boule. 

Faraday a fait l'expérience d'une manière plus complète en 
employant deux cylindres concentriques A et B (Jig. 5i ) par- 
faitement isolés, le dernier étant en communication avec un 
électroscope. Quand on introduit dans le cylindre A la boule 
chargée d'une quantité d'électricité -f- Q , la couche de niveau 
qui se forme sur la surface externe du cylindre B est la même 
que si le cylindre A n'existait pas, et l'écartement des pailles 
est le même que dans la première expérience. Quand on met 
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le c}^lindre A en communicalion avec le sol, la couche répan- 
due sur la surface externe de ce c^^lindre disparaissant» le cj- 



rig. ji. 

A B 



o 



V ' 



Il 



"> 



lindre B cesse d'être éleclrisé, et les pailles revienneni au 
contact. 

Théorème XII. 

192. L'action que des masses électriques données exercent 
à l'extérieur d'une surface fermée qui les em^eloppe est la 
même que celle d'une couche de même masse répandue sur 
cette surface suivant une certaine loi, 

Soienl 9, ç',... les masses électriques données dont nous 
appellerons la somme Q, et que nous supposerons fixes comme 
si elles appartenaient à des corps non conducteurs; une sur- 
face S de forme quelconque les enveloppe. Imaginons un corps 
conducteur limité intérieurement à la surface S et extérieure- 
ment à une surface quelconque S'. Sous l'influence des masses 
données, il se formera sur la surface S une couche électrique 
— Q, et sur la surface S' une couche H- Q. D'après le théorème 
précédent, le potentiel de la couche — Q et des masses g, ç', . . . 
est nul à l'extérieur de la surface Ç. Il en résulte que, dans 
cette région de l'espace, le potentiel de la couche — Q est égal 
et de signe contraire à celui des masses données. Convenons 
maintenant que l'on change le signe de la densité en chaque 
point de la couche — Q, nous aurons une couche Q répandue 
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sur la surface S et ayant à Textérieur même potentiel que les 
masses données. 

Cette couche, répandue sur la surface S, et qui a même 
action extérieure que les mjasses données, n'est pas en général 
une couche de niveau, c'est-à-dire n'est pas en équilibre 
d'elle-même. Pour qu'elle jouisse de cette propriété, il fau- 
drait que son potentiel fût constant sur la surface S; mais le 
potentiel de la couche est égal à celui des masses données 
dans toute la région extérieure à la surface 'S, et par consé- 
quent sur la surface S elle-même; il faudrait donc que la sur- 
face S fût une surface de niveau par rapport aux masses 
données. 

Si la somme algébrique des masses électriques données 
était nulle, la couche équivalente formée sur la surface S se- 
rait composée de deux quantités égales d'électricité positive 
et d'électricité négative; l'électricité positive occuperait une 
partie de la surface, l'électricité négative l'autre partie. 

ÉLECTRISATION PAR INFLUENCE. 

193. Considérons d'abord un corps conducteur A commu- 
niquant avec le sol, et soumis à l'action d'une masse élec- 
trique fixe g, placée en un point extérieur 0. Sous l'influence 
de la masse électrique q, il se forme sur le corps une couche 
électrique telle, que le potentiel V de celle couche et de la 
masse q soit nul à rintérieur d'un corps A. Dans le voisinage du 

point O, le terme -> l'emportant sur ceux relatifs à la couche, 

donne son signe au potentiel. Nous remarquerons d'abord que 
le potentiel conserve le même signe dans tout l'espace; car 
s'il avait en un point P un signe contraire à celui qu'il a dans 
le voisinage du point 0, on pourrait former autour du point P 
une surface fermée ne comprenant aucune masse électrique, 
et sur laquelle le potentiel aurait une valeur constante com- 
prise entre zéro et la valeur qu'il a en P : ce qui est impos- 
sible (n« 182). 
Supposons que la masse électrique q soit positive, le 
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potenliel a une valeur nulle dans le corps A, et une valeur 

rfV 

positive à Textérieur; la valeur de la dérivée -7— sur la sur- 
face vers l'extérieur est donc posilive, et par conséquent la 
densité h de la couche est négative (n**177). On en conclui 
que le corps conducteur A est chargé d'une quantité d'élec- 
tricité q' de signe contraire à q. 

Imaginons une sphère enveloppant à la fois le point et le 
corps A; d'après l'équation (é) du n** 187, 



^T.^{q + q')= f\d(7; 



le potenliel ayant une valeur posilive, Finlégrale a elle-même 
une valeur positive, et l'on a g-f-ç'>o. Ainsi, la quantité 
d'électricité induite sur un corps conducteur communiquant 
avec le sol est égale ou inférieure à la quantité inductrice. 
Elle lui est égale, comme nous l'avons vu au n® 181, lorsque 
le corps conducteur enveloppe la masse inductrice. 

194. Cherchons le rapport ^ de la quantité d'électricité in- 
duite à la quantité inductrice. Considérons le volume com- 
pris entre une surface S, infiniment voisine du corps A et l'en 
veloppani, une petite sphère décrite du point O comme 
centre avec un rayon r, et une sphère décrite d'un point arbi- 
traire P comme centre avec un très-grand rayon R, et appli- 
quons à ce volume l'équation (ô) du n*» 185, 

/(UAV-VAU)rf.=J(ug-V^)rf.. 

dans laquelle nous supposerons que V désigne le potentiel 
précédent, et U le potentiel de la couche de niveau qui se 
formerait à la surface du corps A, si ce corps était isolé et 
électrisé, sans être soumis à l'action d'aucune masse électrique 
extérieure. L'intégrale dans le premier membre s'étend à un 
volume dans lequel n'est située aucune masse agissante; en 
chacun des points de ce volume on a donc AV =: o, AU = o, 
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et par conséquent Tintégrale est identiquement nulle. L'in- 
tégrale dans le second membre doit être étendue aux trois 
surfaces qui limitent le volume considéré. Sur la grande 
sphère, les deux potentiels ont des valeurs très-petites, et 
peuvent être exprimés par des séries convergentes de la forme 

^^ a b c 

R ^ R' ^ R* ^ ' 



^r «' *' <?' 

R^R^ R^ ' 



on en déduit 



dY _^d^__i{ab'—ba') 



rfR dR~^ K* 

comme, d'autre part, rf<T= R*rf&3, on voit que l'intégrale re- 
lative à la grande sphère a pour limite zéro, quand R augmente 
indéfiniment. 

Puisque, dans le corps A, V a une valeur nulle, et U une 
valeur constante Ui, et que l'élément de normale doit ici 
être porté en dedans, l'intégrale relative à la surface S se ré- 
duit à 



-U. r^rfff=:47rg'U.. 



Désignons par Uo la valeur de U au point 0, et posons 

Vz=:2-4-V', 



V étant le potentiel de la couche induite; si l'on remplace ds 
par — rfret da par r'rfw, on reconnaît que l'intégrale relative 
à la petite sphère a pour limite ^r.qUo' L'équation (à) se ré- 
duit donc à 

d'où 



Il en résulte que la quantité d'électricité induite sur le corps 
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conducteur A communiquant avec le sol par une masse éleC' 
trique donnée reste la même, quand cette masse se déplace sur 
une surface de niveau du corps A isolé, et la quantité induite 
est d'autant plus petite que la surface de niveau est pliis 
grande. 

195. S*il y avait plusieurs masses électriques fixes agissanl 
sur le corps conducteur A communiquant avec le sol, on che^ 
cherait la couche induite par chacune d'elles et on les super- 
poserait. 

Si le corps conducteur A était isolé, et primitivemenli) 
rétat neutre, à la couche Q' induite par les masses élec-|L 
triques données, quand le corps A communique avec lesoU: 
on superposerait la couche de niveau — Q', qui s'établirait iji 
sa surface s'il était isolé, sans être soumis à l'action d'aucune r 
masse électrique extérieure. 

Enfin, si le corps A était isolé et chargé primitivemenli- 
d'une quantité d'électricité donnée Qi, à la charge induite (l'- 
on superposerait la couche de niveau Q, — Q'. 

On peut trouver aisément des exemples d'équilibre de celle 
sorte. Soit V le potentiel de masses fixes données q, Çi,.-» 
q'y q\y. ' -y S unc surface de niveau qui enveloppe une partie 
d'entre elles, par exemple q\ q\,. . ,, On peut remplacer les 
masses q', g',,. . . par une couche égale répandue sur la sur- 
face S ( n" 192) ; si l'on appelle V le potentiel des masses q, ji,..., 
V" celui des masses q', g',,. . ., le potentiel de la couche el 
des masses q, q^,. . ^ à l'extérieur de S étant égal à V'h-V"=V, 
sera constant sur la surface S, el par conséquent cette couche 
est en équilibre sous l'influence des masses g, ç,,. . .. 

196. Considérons maintenant l'influence réciproque de deux 
corps conducteurs A et B isolés, et chargés primitivement de 
quantités d'électricité données Q, el O2. On ramène ce cas 
général à des cas plus simples par la méthode de Murphy- 
Soit Çi la couche de niveau qui, répandue sur A, y produit 
le potentiel i ; celle couche, supposée fixe, induira sur B» 
communiquant avec le sol, une couche — 52. La couche — q:' 
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e fixe, induira à son tour sur A, communiquant avec 
ne couche ç,; cette dernière, supposée fixe, induira 
ommuniquant avec le sol, une couciie — 94, et ainsi 
indéfiniment. Superposons ces diverses couches, nous 
jur A une couche 

le couche 

— Q2 = — Ça— g*— Qe — ' ' . ; 

icile de voir que les deux couches Q', et — Q', ont 
le un potentiel égal à i sur A, à zéro sur B, et par 
lent sont en équilibre sous leur action mutuelle, 
sme, soit q\ la couche de niveau qui, répandue surB, 
it le potentiel i. Cette couche, supposée fixe, induira 
ommuniquant avec le sol, une couche — q\; celle-ci, 
e fixe, induira sur B, communiquant avec le sol, une 
ç'3, et ainsi de suite indéfiniment. Les deux couches 

— Q''2= — q'2 — q\—'", 

Q'I = î'i + î'3 + - ••' 

es sur A et B, ont ensemble un potentiel égal à i 
zéro sur A, et, par conséquent, constituent un nouvel 
:|uilibre. ' 

jvons maintenant que l'on multiplie la densité en 
point dans le premier état d'équilibre par Vi, la densité 
ùe point -dans le second étal par V2, les quantités Vi 
tisfaisani aux deux équations 

Ton superpose les deux nouveaux états d'équilibre 
•tenus, on aura l'état d'équilibre réciproque des deux 
îs d'électricité données Q, et Qj, répandues sur A et B. 
întiel de l'ensemble aura les valeurs constantes Vi 
/i sur B. Si l'on donnait les valeurs V, et V2 du polen- 
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tiel sur A et B, les mêmes équations détermineraient les cou- 
ches Q, et Q,. 

On peut trouver, comme précédemment, des exemples d'é- 
quilibre de celte nouvelle espèce. Soit V le potentiel de 
masses fixes données, S et S' deux surfaces de niveau qui en- 
veloppent, la première une partie des masses ç, ji, . . . , la se- 
conde toutes les autres q\ q\,.... On peut remplacer les 
masses q, ^i,. . . par une couche égale répandue sur la su^ 
face S, et de même les masses q\ g', »... , par une couche égale 
répandue sur S'; le potentiel de l'ensemble de ces deux cou- 
ches à l'extérieur est égal à V'-+- V" = V; il a une valeur con- 
stante sur S et une autre valeur constante sur S', et, par con- 
séquent, les deux couches sont en équilibre sous rinfluence 
de leur action mutuelle. 
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CHAPITRE m. 

TRAVAIL DES FORCES ÉLECTRIQUES. 

Tnnul des forces électriques. — Énergie électrique. — Décharge d'une bou- 
teOle de Leyde. — Décharge d'une batterie. — Travail des forces magné- 
• tiques. 

197. Le jeu des machines électriques développe des quan- 
tités égales d'éleclricité positive et d'électricité négative. 
Quand les corps électrisés sont bons conducteurs, si on les 
met ensuite en communication les uns avec les autres, toute 
électricité libre disparait, et le système revient à Tétai neutre. 
Lorsque, par une cause quelconque, il y a déplacement des 
fluides électriques, ou mouvement des corps électrisés eux- 
mêmes, ce changement dans l'état du système est accom- 
pagné d'un travail des forces électriques. Si l'on appelle dq 
et (Z^' deux masses électriques infiniment petites, rieur dis- 
tance mutuelle, le travail élémentaire des forces électriques a 
pour expression 



=^--l^dr=^d^ 



9 
r 



le signe somme s'étendant à toutes les combinaisons des 
masses électriques deux à deux. Nous poserons 

^^ydqd^^ 
ce qui donne 

Lorsque le système passe de l'état i à l'étal 2, le travail des 
forces électriques est 

6 = W, - W,. 

16 
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fiNERGIE ÉLECTRIQUE. 

198. La valeur de la fonction W, dans un état quelconque 
du système, est le travail que développeraient les forces élec- 
triques, si le système revenait à Tétat neutre; car on aurait, 
dans ce cas, Wj^r o et, par suite, 6 = Wi. Le système reve- 
nant de lui-même à l'état neutre, quand on établit la commu- 
nication, on en conclut que la quantité W a toujours une 
valeur positive. Nous l'appellerons, par analogie, énergie po- 
tentielle du système électriséy ou, plus simplement, énergie 
électrique. 

Inversement, pour électriser le système par le mouvement 
d'une machine, il faut dépenser une quantité de travail moteur 
égale à l'énergie potentielle qu'on veut lui communiquer. En 
général, le travail des forces électriques, pour un changement 
quelconque, est égal à la variation qu'éprouve l'énergie po- 
tentielle, quand on passe du premier état au second. 

L'énergie électrique est une nouvelle forme de l'énergie. 
Lorsqu'on charge une batterie électrique, on transforme une 
certaine quantité de travail, ou d'énergie mécanique, en une 
quantité égale d'énergie électrique, et réciproquement, dans 
la décharge de la batterie, une certaine quantité d'énergie 
électrique se transforme en une quantité égale d'énergie mé- 
canique ou d'énergie calorifique. 

199. On peut exprimer l'énergie potentielle W d'un sys- 
tème de masses électriques à l'aide de la fonction V, que 
nous avons nommée le potentiel du système. La somme 

"^ dqdq' 



^___y oya 



renferme les combinaisons de toutes les masses élémentaires 
deux à deux. Considérons les combinaisons d'une masse élé- 
mentaire déterminée ^a avec chacune des autres masses, nous 
obtiendrons la somme partielle 






dq^ 



dq^ 
r 
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aisV — est la valeur du potentiel V de toul le système au 

3iDt où est située la masse dq; la somme partielle est donc 
clq. De même, les combinaisons d'une autre masse détermi- 
ne dq' avec chacune des autres donneront la somme partielle 
' dq', y étant la valeur du potentiel au point où est placée la 

lasse dq'\ on a ainsi \dq -+- Y dq' -f- . . . ou^Vrfg. Mais, de 

îtte manière, chaque combinaison a été répétée deux fois; 
ir exemple, la combinaison des deux masses dq et dq' est 
itrée, une première fois, dans la somme partielle Vrf^, une 
îconde fois dans \'dq'. Il faut donc prendre la moitié du 
îsultat, et l'on a la relation 

) w^i^V'^î^*)' 

200. Considérons un système de corps conducteurs A, B, 
,..., sur lesquels sont répandues des charges électriques 

h> Qï» Qs» L'équilibre électrique étant établi, le poten- 

iel a une valeur constante V, dans le corps A, une autre va- 

aur constante V, dans le corps B, . . . . Dans la somme^ Vc/j, 

es termes, qui se rapportent aux différentes masses électri- 
|ues rc( andues sur le corps A, donnent une somme partielle 

/,V rf/ ou V, Q,; de même, les termes qui se rapportent aux 

Dasses électriques répandues sur le corps B, donnent la somme 
partielle V2 Q}, • * • ; la relation (i) devient ainsi 

Remarquons que, si un corps est resté complètement isolé 
pendant qu'on a chargé le système, et par conséquent n'a été 



1*) La quantité \Vrff est ce que Beer appelle le potentiel des masses élec' 

friques sur elles-mêmes , de sorte que ce que j'appelle ici t énergie potentielle 
^ti masses électriqttes n'est autre chose que la moitié de ce potentiel. 

16. 
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électrisé que par influence, ce corps contenant des quantités 
égales d'électricité positive et d'électricité négative, sa charge 
Q est nulle, ainsi que le terme correspondant de l'énergie. 

Si l'un des corps communique avec la terre, la terre et ce 
corps réunis seront regardés comme l'un des corps du sys- 
tème; à cause de la grandeur du globe terrestre, le potentiel 
y est sensiblement nul. Comme la quantité d'électricité libre 
développée par la machine a une valeur finie, le terme cor- 
respondant dans l'expression de l'énergie est aussi nul. Ainsi, 
les corps électrisés par influence, et ceux qui communiqueni 
avec la terre, donnent des termes nuls dans l'expression de 
l'énergie potentielle du système. 

Il est clair que la quantité de travail nécessaire pour com- 
muniquer à un corps une charge électrique donnée est mini- 
mum, lorsque le corps est parfaitement conducteur; car, si 
Ton imagine une autre distribution à l'aide de résistances in- 
térieures, telles que celles qui existent dans les corps impar- 
faitement conducteurs, et que l'on suppose ensuite que ces 
résistances diminuent peu à peu, le fluide reviendra à la pre- 
mière distribution, en surmontant les résistances, et par con- 
séquent accomplissant un travail positif. 

DÉCHARGE D'uNE BOUTEILLE DE LETDE. 

201. Considérons une bouteille de Leyde à armatures com- 
plètes. On met l'armature intérieure en communication avec 
une source d'électricité qui possède un potentiel V„ et l'ar- 
mature extérieure avec le sol ; quand la bouteille est chargée 
à refus, l'armature intérieure a acquis le même potentiel Vi, 
et s'est chargée d'une quantité H- Qi d'électricité. Il s'est pro- 
duit sur l'armature extérieure une charge égale — Qi d'élec- 
tricité contraire, et sur cette armature le potentiel Va est nul. 
La bouteille présente alors un état particulier d'équilibre que 
nous avons étudié au n"* 189; son potentiel à l'extérieur étant 
nul, elle n'exerce aucune action sur les corps environnants et 
se comporte à leur égard comme un corps neutre. Cependant 
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elle renferme une quantité d'énergie égale à 



2 



Nous avons trouvé ( n** 180 ) 

V.S. 



Q.= 



47re, ' 



si l'on désigne par X le rapport -^ — » qui est une constante 
pour la bouteille donnée, on a 

V,=:XQ., 

et, par suite, 

Ainsi l'énergie potentielle d'une bouteille de Leyde est prO' 
portionnelle au carré de la charge. 

Cette énergie se manifeste lorsqu'on réunit les deux arma- 
tures par un excitateur; la bouteille se décharge complète- 
ment, et il y a production d'une quantité de travail - XQ}, qui 

se traduit par une étincelle et par un échauffement du fil de 
communication. 

Une partie de l'énergie intérieure est employée à vaincre la 
résistance de l'air, c'est-à-dire à produire l'étincelle; le reste 
se change en énergie calorifique. 

Quand le fil de communication est gros et court, l'étincelle 
est énergique, et réchauffement du conducteur très-faible. 
Quand le fil est long et fin, l'étincelle est faible, mais le fil 
s'échauffe davantage. 

Plusieurs expériences confirment les résultats de cette théo- 
rie. M. Riess a interposé une lame de mica ou une caHe sur 
le passage de l'étincelle , et il a constaté qu'alors réchauffe- 
ment du fil est plus faible. La résistance à vaincre étant plus 
grande, l'étincelle a absorbé une plus grande partie de l'é- 
nergie. 
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Si Ton réunit les deux armatures par un fil très-long et très- 
fin, l'étincelle devient très-faible et le travail correspondant 
négligeable. En opérant dans ces conditions, M. Riess a 
trouvé, bien avant la théorie, que, si Ton donne à une même 
bouteille des charges différentes, la quantité de chaleur dé- 
gagée est proportionnelle au carré de la charge. 

DÉCHARGE d'uNE BATTERIE. 

202. Considérons une batterie formée de n bouteilles iden- 
tiques. On les charge séparément avec une même source; 
chacune d'elles prend une charge ^f,, et Ton a, en appelant V. 
le potentiel sur la source, 

Si Ton réunit alors toutes ces bouteilles, l'équilibre subsiste, 
puisqu'elles n'exercent aucune action les unes sur les autres, 
et que le potentiel est le même sur toutes les armatures inté- 
rieures. La charge totale est la même que si la batterie avait 
été mise directement en relation avec la source. L'énergie 

potentielle de la batterie est donnée par la formule 

« 

W = -«V,g. = -î-V.Q,, 

2 2 

Q, désignant la charge totale de la batterie. 

Une batterie électrique de n bouteilles égales est donc équi- 
valente à une bouteille unique de même épaisseur, dont la 
surface serait n fois plus grande que la surface de chacune 
des bouteilles qui la composent. 

On en déduit aussi 

2 n 

L'énergie d'une batterie est proportionnelle au carré de h 
charge et en raison inverse du nombre des bouteilles. Celle loi 
a été découverte expérimentalement par M. Riess. 

203. Éludions maintenant les décharges incomplètes. Pre- 
nons deux batteries, l'une de n bouteilles, l'autre de n' boa- 
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leilleSy toutes identiques. Chargeons la première batterie à 
refus, comme à l'ordinaire; l'énergie potentielle de cette bat- 
terie est alors 

La deuxième batterie étant à l'état neutre, on réunit les arma- 
tures intérieures des deux batteries; la charge /19. se répand 
alors sur les n -f- n' bouteilles, et chacune d'elles prend une 
charge 

^' n-hn' 

On a maintenant une nouvelle batterie composée de n-^ n' 
bouteilles; sur les armatures intérieures le potentiel est 

' ^ * n -f- /i' n-^-n' 

son énergie potentielle est 

w'=-(/i-f-/i')r,(/; = w ^ 



2^ " / '171 ^_^,j, 

Le travail accompli pendant cette transformation est égal à la 
diminution W — W d'énergie potentielle 



n-^n' 



Cette formule avait été trouvée aussi par M. Riess à l'aide de 
l'expérience. 

204. Étudions encore la charge par cascade. Supposons 
plusieurs batteries réunies en cascade, la première compre- 
nant /Il bouteilles, la seconde n^^ la troisième /I3,. . .. Toutes 
ces boutelles sont identiques; l'armature extérieure de la der- 
nière batterie communique avec le sol, l'armature intérieure 
delà première avec une source dont le potentiel est Vi. L'ar- 
mature intérieure de la première batterie prend une charge 
+ Q,; il se produit une charge — Qj sur l'armature extérieure 
de la première batterie et une charge -f- Q, sur l'armature in- 
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térieure de la seconde, le potentiel sur ces deux conducteurs 
réunis étant V»; de même, il y a une charge — Qs sur Tarma- 
ture extérieure de la seconde et une charge -f- Q3 sur Tarma- 
ture intérieure de la troisième, le potentiel étant ¥3, ...;le 
potentiel sur la dernière armature est nul. On aura donc 

W=i(V.Q.-V,Q,-hV,Q,-V3Q3H-V3Q3-...), 
ou 

ce qui est évident à priori, d'après une remarque faite au 
n»200. 

Pour une bouteille dont la charge est ç,, on a, en général, 
d'après la relation trouvée au n"* 180, 

„_ (V,-V,)S. 
^' - 4Te. ' 

Vi et V, étant les valeurs du potentiel sur l'armature inté- 
rieure et sur l'armature extérieure; si l'on pose, comme pré- 
cédemment, X = ^^— ^> on en déduit 

Dans la première batterie, la charge de chaque bouteille étant 
égale a — ? on a 

/Il 
On obtient de même, pour les batteries suivantes, 

V.-V3 = X^, 

Q3 



«3 



et, pour la dernière, 
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En ajoutant toutes ces équations membre à membre, il vient 






Supposons encore les bouteilles parMtement fermées; alors 
les charges des deux armatures de chacune d'elles sont égales, 

et l'on a 

Q, = Q, = Q,=:..., 

d'où 



et 



\nx fit ïH I 

2 \ni rii iii ] 



Telle est l'énergie potentielle de l'ensemble des batteries; 
c'est le travail qu'il faut dépenser pour les charger, ou la cha- 
leur dégagée pendant la décharge. M. Riess avait trouvé, par 
Texpérience, pour deux batteries. 
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205. Les considérations précédentes s'appliquent aux corps 
aimantés; dans les idées de Coulomb, on admet qu'il existe 
deux fluides magnétiques, analogues aux fluides électriques ; 
l'aimantation consiste dans la séparation de ces deux fluides; 
mais, tandis que les fluides électriques peuvent se séparer 
effectivement et passer d'un corps dans un autre, la séparation 
lies fluides magnétiques ne s'opère que dans les particules du 
corps, de sorte que chacune d'elles contient toujours des 
quantités égales des deux fluides. La loi de l'action étant tou- 
jours celle du carré de la distance, on évaluera le travail des 
forces magnétiques, comme on a évalué celui des forces élec- 
triques, à l'aide de la fonction 
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Considérons un système formé de deux corps aimantés Â _ 
elB; la fonction W se compose de trois parties, les deux 
premières, que nous désignerons par W« et W^, se rapportant 
à Faction de chacun des aimants sur lui-même ; la troisième, 
W«,4, à l'action des deux aimants l'un sur l'autre. Si l'on appelle 
Va et \b les potentiels des deux aimants, on a 

W. = i Jv. dq, W, =. i C\6 dq', 



Wa.6=fyadq'=f\idq, 



dq désignant un élément du premier aimant, dq' un élément 
du second. Si les deux aimants sont constants, leurs éner- 
gies W«, W* restant constantes, le travail provient uniquement 
du mouvement relatif des deux aimants, et l'on a 

Nous avons vu (n® 192) que l'action extérieure d'un système 
de masses électrii^ues données est égale à celle d'une couche 
égale répandue, suivant une certaine loi, sur une surface qui 
les enveloppe. L'action extérieure d'un aimant est donc la 
même que celle d'une couche Tépandue sur la surface de l'ai- 
mant et formée de quantités égales des deux fluides ; on pourra 
donc, dans le calcul de l'action extérieure d'un aimant, sub- 
stituer cette couche à l'aimant. 
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CHAPITRE IV. 

HYPOTHÈSE D'UN SEUL FLUIDE. 



206. La ihéorîe des phénomènes d'électricité statique re- 
pose tout entière sur la loi de Coulomb. Les théorèmes que 
nous avons démontrés, et qui ont été vérifiés par l'expérience, 
sont la conséquence de celle loi fondamentale. Pour énoncer 
la loi de Coulomb, et les conséquences que nous en avons dé- 
duites, nous nous sommes servi de l'hypothèse des deux 
fluides électriques; mais il est clair que ce n'est là qu'une 
manière de parler, et que la vérité de la théorie est indépen- 
dante de cette hypothèse, ou de toute autre que l'on pourrait 
faire sur la nature de l'électricité. 

Dans le siècle dernier, Franklin est parvenu à représenter 
les phénomènes d'électricité statique à l'aide d'un seul fluide; 
mais alors il faut faire intervenir l'action de la matière pon- 
dérable. Chaque élément de volume est considéré comme 
renfermant une certaine quantité de matière pondérable et 
une quantité de fluide électrique. On admet qu'il y a attrac- 
tion entre deux masses de matière pondérable et aussi entre 
la matière pondérable et la matière électrique, répulsion entre 
deux masses de matière électrique, et que ces forces varient 
toutes en raison inverse du carré de la distance. 

Considérons d'abord l'action d'un élément de volume A 
renfermant une masse pondérable M, et une masse électrique 
Il sur une masse électrique m' placée à la distance r. Cette 

action se compose de deux forces, l une attractive*^ 
l'autre répulsive '^^-^ — 5 leur résultante est 



r* 
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Si Ton a / M — /, /x = o, ou ^ = î^? la résullanle est nulle, 

ei rélémenl A est dit à Télal neutre; cet élément n'exerce 
aucune action sur la matière électrique environnante. Si Ton 
suppose que le coefficient /s soit très-grand par rapporta/, la 
masse électrique fx sera très-petite par rapport à la masse pon- 
dérable M. Ainsi un corps est à l'état neutre, lorsque la quan- 
tité de matière électrique qu'il renferme est dans un rapport 
déterminé avec la quantité de matière pondérable. 

207. Considérons maintenant l'action mutuelle de deux 
éléments de volume A et B à l'état neutre; le premier ren- 
ferme une masse pondérable M et une masse électrique [i, le 
second une masse pondérable M' et une masse électrique u.', 
et l'on a 

Cette action est la résultante de quatre forces 
yMM' /.M^' /.MV fifil^' 

1- 1 9 

r' r* r* r* 

savoir : l'attraction des masses pondérables M et M', l'allrac- 
tion de la masse pondérable M sur la masse électrique fx't 
l'attraction de la masse pondérable M' sur la masse électrique 
/x, et enfin la répulsion des masses électriques [x et fi'. Cette 
résultante se réduit à 



^ (/- f ) 



/? 



Si l'on représente parcp la constanle/-i- ^j elle se met sous 
la forme simple 

r 



.2 ' 



c'est l'attraction universelle, ou la gravitation. 

208. Un corps électrisé est un corps qui renferme une quan 
tité de matière électrique plus grande ou plus petite quel* 
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quantilé que nous venons de définir, et qui constitue l'état 
neutre. Il est électrisé, positivement si la matière électrique 
est en excès, négativement si elle est en défaut. 

Cherchons l'action mutuelle de deux éléments de volume 
électrisés A et B, renfermant, le premier une masse ponde- 

«ble M et une masse électrique '^ — h m, le second une 

masse pondérable M' et une masse électrique '^ — h m'; cette 
action est la résultante des quatre forces 



/M 



«■ '"(f-'—') ^"■(■x--) 



r' r* r* 



f'&^-Wf 



m' 



c'esi-à-dire 



Ou 



9 MM' f,mm' 



I ©MM' , . . , . f,mm' 

*-e premier terme - — - — est la gravitation, le second — - — - — 

l'action électrique. £n faisant abstraction de la gravitation, et 
'Reconsidérant que l'action électrique, on voit qu'il y a répul- 
sion si les corps sont électrisés dans le même sens, attraction 

^'ils sont électrisés en sens contraires. L'expression — -^^—^ — 

de la force électrique ne dépend que des excès positifs ou 
ïïégatifs m et m'; ces excès sont ce que nous appellerons les 
quantités d'électricité libre, contenues dans les volumes A 
çt B. On retrouve ainsi la loi de Coulomb. L'hypothèse d'un 
seul fluide, combinée avec l'action de la matière pondérable, 
rend donc compte des phénomènes, exactement de la même 
manière que s'il y avait deux fluides différents. 
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On pourrait même se dispenser d'admetlre qu*i1 y a attrac- ^. 
lion entre deux masses de matière pondérabje; rattraction jde r 
la matière pondérable sur la matière électrique suffirait poar ^ 
produire la gravitation. Ceci revient à supposer /=o; d'où . 

209. Si l'on adopte comme plus probable Thypothèse d'ua .. 
seul fluide, il est naturel de supposer que ce fluide n'est autre , 
chose que Téther, par les vibrations duquel on explique les ^; 
phénomènes lumineux. Toutefois l'expérience apprend qu'il ^ 
n'y a pas de phénomènes électriques dans le vide, c'esi-à-dire .^ 
en l'absence de toute matière pondérable. Il semble résulter ,, 
de là que l'on doit appeler y?<iic/^ électrique contenu dans un ^ 
volume donné, non pas la quantité totale d'éther qu'il ren- 
ferme, mais la somme des atmosphères d'éther qui entourent 
les molécules pondérables (n" 2), c'est-à-dire l'excès de la 
quantité totale d'éther que contient le volume sur la quantité 
qu'il contiendrait sans la présence des molécules pondérables. 
Pour expliquer les phénomènes électriques, il suffira d'ad- 
mettre que la matière pondérable attire l'éther en raison in- 
verse du carré de la distance, et que l'action mutuelle de deux 
atmosphères d'éther est proportionnelle au produit de leurs 
masses et aussi en raison inverse du carré de la distance. 

Nous ferons remarquer, à ce propos, que la théorie des 
phénomènes lumineux semble exiger une loi d'action toute 

différente entre les molécules voisines de l'éther. L'énorme 

1 

vitesse de propagation des ondes lumineuses indique d'abord \ 
que la force qui s'exerce entre deux molécules voisines est 
très-énergique. Les recherches théoriques de Cauchy montrent 
que, dans un milieu isotrope, comme l'éther libre répandu 
dans le vide, peuvent se propager deux sortes de vibrations, 
les unes transversales, les autres longitudinales, avec des vi- 
tesses très-différentes; l'existence des unes et des autres dé- 
pend de la loi des forces moléculaires. On attribue les phéno- 
mènes lumineux aux vibrations transversales. En suivant la 
méthode de Cauchy, j'ai fait voir que, pour que les vibrations 



HTPOTHftgB d'un SEUL FLUIDE. 255 

"ansversales puissent se propager, il est nécessaire que la 
)rce répulsive qui s'exerce entre deux molécules voisines 
élher varie en raison inverse d'une puissance de la distance 
lus élevée que la quatrième. L'étude des lois de la propaga- 
3n de la lumière dans les milieux biréfringents semble indi- 
ler que cette puissance est précisément la sixième, et l'ab- 
^nce de dispersion dans le vide conduit à la même conclu- 
on. Il y a contradiction apparente entre ces deux lois; mais 
est probable que les phénomènes lumineux sont dus à Faç- 
on immédiate des molécules d'éther sur les molécules les 
lus voisines, tandis que, dans l'ordre d'idées où nous nous 
laçons actuellement, la force électrique proviendrait de l'ac- 
on de ressort ou de l'élasticité des atmosphères d'éther qui 
ntourent les molécules pondérables. 
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CHAPITRE V. 

THÉORIE DES COURANTS ÉLECTRIQUES. 

Considérations préliminaires. — Loi de Ohm. — Conducteurs linéaires. 
Travail des forces électromotrices. — Loi de Joule. 



CONSIDÉRATIONS PRÉLIMINAIRES. 

210. Lorsque, dans un corps conducteur, le potentiel a la 
même valeur en chaque point, il y a équilibre électrique; mais 
si cette fonction n'a pas la même valeur en chaque point, il y 
a mouvement de Télectricité. Ce mouvement constitue le 
phénomène des courants. Lorsque le potentiel est une fonc- 
tion de Xy r, Zy indépendante du temps» le mouvement élec- 
trique arrive presque instantanément à un régime régulier et 
permanent; c'est le cas que nous nous proposons d'étudier en 
ce moment. 

La force qui agit en chaque point sur l'unité de masse, pour 

produire le mouvement électrique, est — -r-^ dn étant un 

élément de la normale à la surface de niveau qui passe en ce 
point; on lui a donné le nom de force électromotrice. L'élec- 
tricité, se mouvant à travers le réseau des molécules pondé- 
rables, choque ces molécules et leur communique une partie 
de sa force vive, ce que l'on reconnaît par réchauffement du 
conducteur. On peut évaluer l'effet moyen de cette commu- 
nication de force vive, comme dans le frottement ordinaire, à 
Taide d'une résistance fictive opposée par le milieu pondérable, 
ea dirigée en sens contraire de la vitesse. On considérera donc 
chaque masse infiniment petite m d'électricité comme solli- 
citée par deux forces, la force éleclromotrice F = — m -r-» 



THÉORIE DES COURANTS ÉLECTRIQUES. iS*] 

fui agit sur elle, et la résistance R du milieu pondérable. 

l'expérience apprend que, dès que la force électromotrice 
cesse d'agir» c'est-à-dire dès que le potentiel devient constant, 
'e mouvement de Télectricité s'arrête aussitôt. Les choses se 
passent comme lorsqu'un corps se meut dans un milieu résis- 
tant dont la densité est très-grande par rapport à celle du corps. 

211. Au moment oii la force F cesse d'agir, la masse clec- 
Irique m est animée d'une vitesse u et possède une force vive 

■ — ; elle n'est plus soumise alors qu*à la résistance du milieu 

pondérable, et, après avoir parcouru un chemin rectiligne 
Lrès-petit /, elle s'arrête. Le travail de la résistance pendant 
ce trajet étant égal à la force vive, on a l'équation 



/ 



R'rf*=^ 



dans laquelle ds désigne un élément de chemin parcouru, et 
R' la résistance décroissante. Cette résistance R' étant plus 
petite que la résistance R qui correspond à la vitesse u, l'inté- 
grale est moindre que R/, et par conséquent on a R > — j- • 

Considérons maintenant un courant permanent dans un fil 
d'égale section et disposé suivant un cercle de rayon L; la 
masse électrique m est animée d'un mouvement circulaire et 
uniforme, dont l'accélération est dirigée vers le centre et égale 

à -r- ; la résultante des deux forces F et R qui sollicitent la 

Là 

masse m est dirigée suivant le rayon et égale à -r— ; la force R 

étant plus grande que — j ) le rapport de la résultanie à cette 

2/ 

forceRestmoindreque-|-; c'estun rapport très-petit, si, comme 

flous l'admettons, la distance / parcourue pendant que le cou- 
rant s'arrête est très-petite relativement à L. La diagonale du 
parallélogramme étant très-petite par rapport à l'un des côtés 
1, les deux forces F et R sont à peu près égales et opposées. 

'7 
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. Puisque la résistance R est dirigée en sens contraire de la 
vitesse, on en conclut que la direction de la vitesse u coïn- 
cide sensiblement avec celle de la force électromoirice F. 

Il résulte de là qu'une masse électrique quelconque m décrit 
dans le conducteur une ligne à peu près orthogonale aux surfaces r 
de niveau. Si Ton conçoit le volume du conducteur décomposé 
en une série de canaux orthogonaux ayant pour sections les 
divers éléments rfw d'une surface de niveau, le mouvement, 
s'opérant dans chacun d'eux séparément, on pourra regarder 
le mouvement général de l'électricité dans le conducteur 
comme la réunion de tous ces courants linéaires. Les masses 
électriques voisines de la surface du conducteur ayant des 
vitesses parallèles à cette surface, il en résulte que les sur- 
faces de niveau coupent orlhogonalement la surface du con- 
ducteur. 

m 

212. L'hypothèse d'un fluide unique se prête, aussi bien 
que celle des deux fluides, à l'établissement de la théorie. Si ' 
l'on adopte l'hypothèse d'un fluide unique, on supposera que 
ce fluide, sollicité par la force électromotrice, se meut dans 
le sens de la force; on pourra, si l'on veut, comparer le mou- 
vement du fluide électrique dans l'un des canaux linéaires au 
mouvement de l'eau dans un tuyau : l'intensité du courant 
est la quantité de fluide di qui traverse la section dbn du canal 
pendant l'unité de temps. 

Dans l'hypothèse des .deux fluides, comme la force électro- 
motrice les sollicite dans des sens contraires, on devra ad- 
mettre la coexistence de deux courants dans le même cana!,, 
l'un de fluide positif marchant dans un sens, l'autre de fluide 
négatif marchant en sens opposé. De plus, comme la force 
électromotrice agit avec une égale énergie sur des masses 
égales des deux fluides, et que ces deux fluides se trouvenU 

Ai 

dans les mêmes conditions, des quantités égales — des deuîc 

fluides traverseront la section rfco du canal pendant l'unité de 

temps; l'intensité de chaque courant étant égale à — ? celle 
du double courant sera di. 
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213. On admel que la quanlité d'électricité, qui traverse 
pendant Tunité de temps un élément dcù d'une surface de 

rfV 

niveau, est proportionnelle à la force électromotrice — -7—, 

an 

qui s'exerce à l'endroit où est situé l'élément; de sorte que, 

si l'on désigne par a une constante dépendant de la nature du 

conducteur, on aura 

rfV 
(I) diz=-' a -j-diù. 

an 

« 

C'est sur cette hypothèse fondamentale» qui n'est autre chose 
que la loi de Ohm, que repose la théorie des courants con- 
stants; elle sera justifiée par ses conséquences. 

214. Une première conséquence de cette loi, c'est que tout 
l'intérieur du conducteur est à l'état neutre. En effet, considé- 
rons le volume limité par un canal orthogonal infiniment petit, 
et par les éléments correspondants rfw, et rfco, de deux surfaces 
de niveau voisines, et raisonnons d'abord dans l'hypothèse d'un 
fluide unique; pendant le temps très-petit 3, il entre dans ce 

volume par la base rfwi une quantité de fluide — ^^l*^) ^®«» 

et il en sort par la base opposée une quantité — a6[--r- \ dtùt 

dV . 
(pour fixer les idées, nous supposons la dérivée --r- négative, 

quand on marche de l'extrémité i vers l'extrémité li). La quan- 
tité de fluide contenue dans ce volume a donc éprouvé pendant 
le temps un accroissement 

-''^[(S),''"'-(S),H' 

le courant étant constant, la quantité de fluide contenue 
dans chaque élément de volume du conducteur doit rester la 

'7- 
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même; on a ainsi 



(S).''"'- ©/""'=**• 



1 



Mais, d'après le théorème du n*» 176, le premier membre est 
égal à 47^9» 9 étant la quantité d'électricité libre contenue 
dans le volume considéré; on en conclut que cette quantité 9 
est nulle, et par conséquent qu'il n'y a pas d'électricité libre 
à l'intérieur du conducteur. Le fluide électrique en mouve- 
ment dans le conducteur a donc partout la densité normale 
qui constitue l'éiat neutre par rapport au conducteur donné. 

215. Il semble résulter de là que la résistance opposée par 

le conducteur au mouvement du fluide est proportionnelle i 

la vitesse u du courant. £n effet, nous pouvons représenta 

par mo[u) la résistance qui s'exerce sur une masse m de 

fluide; cette résistance étant à peu près égale et opposée à U 

rfV 
force électromotrice "^ '^ "jr qui sollicite la même masse, 

on a 

D'autre part, si l'on désigne par p la densité du fluide neutre, 
la quantité qui traverse l'élément de surface d(ù pendant 
l'unité de temps est di^=pud(û. D'après la loi de Ohm, cette 

quantité est égale a —adcù-j-'^ on en déduit — -p- = •£-«, 
et, par suite, ^(m) =: - m. 

216. Raisonnons maintenant dans l'hypothèse des deut 
fluides. Pendant le temps d, il entre dans le volume par la 

base rfwi une quantité ( ^— | rfwi de fluide positif, et il 

en sort par la base opposée une quantité I -j- ) </««> de 

sorte que la quantité de fluide positif contenue dans le volume 
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éprouve une augmentation 

-t[(S).^"'-(S),H- 

Pendant le même temps, il sort par la base rfwi une quantité 
— — (-J- )^»i <^e fluide négatif, et il en entre par la base 

opposée rfwa une quantité ('T") ^^^*' ^® sorte que la 

quantité de fluide négatif contenue dans le volume éprouve 
une diminution 

2 \_\dn)t ' \dn)i 'J' 

la somme de ces deux quantités est Taccroissement d'électri- 
cité libre. On retrouve la même expression que précédem- 
ment, et on arrive à la même conclusion : chaque élément de 
volume reste à Tétat neutre, et par conséquent contient tou- 
jours des quantités égales des deux fluides. 

Puisqu'il n'y a pas d'électricité libre à l'intérieur du con- 
ducteur, il en résulte que rélectricité libre nécessaire à la 
production du potentiel est située à la surface même du con- 
ducteur ou à Texlérieur. Dans les expériences ordinaires, 
lorsque les actions chimiques ou la chaleur donnent naissance 
à un courant électrique, il n'existe pas de masses électriques 
à l'extérieur; toute l'électricité libre est donc répandue en 
une couche infiniment mince à la surface du conducteur. Mais 
cette couche n'est pas en équilibre, puisque son potentiel 
n'est pas constant dans l'intérieur ni sur la surface : il semble 
donc qu'elle soit elle-même en mouvement à la surface du 
conducteur; mais sa masse est très-petite par rapport à celle 
du courant Intérieur, et on peut la négliger. 

217. L'équation (i) donne la quantité d'électricité qui tra- 
verse pendant l'unité de temps un élément d'une surface de ni- 
veau. Cherchons la quantité d'électricité rf/ qui traverse un élé- 
ment m/? =rfo- d'une surface quelconque S (^g*. 52). La quantité 
d'électricité qui traverse l'élément d<j dans le temps infini- 
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menl petit dt occupe le cylindre mpp'm'y dont Tarête laté- 
rale mm' est normale à la surface de niveau V qui passe au 



Fig. 5a. 



V+dV 




point m; par le point m' passe une surface de niveau V-h rfV; 
le cylindre oblique m/?/?' m' est équivalent au cylindre droit 
mnn'm! qui représente la quantité de fluide qui traverse l'élé- 
ment mn = d^ de la surface de niveau Y. On a donc 

«I = — a -7— aw. 
an 

Soient dn et ds les portions mw' et mq des normales aux 
surfaces V et S au point m, comprises entre les deux surfaces 
de niveau infiniment voisines V et V -+- rfV, 9 Tangle de ces 
deux normales, on a 



et, par suite, 

(I') 



dn = ds.cos9, dcù:= da.cosO, 



ai = — a —7- aa". 
as 



C'est la formule générale de Ohm. 



CONDUCTEURS LINÉAIRES. 

218. On emploie ordinairement des conducteurs de forme 
allongée et de section très-petite ; on pourra, dans ce cas, re- 
garder la section normale w du conducteur comme un élément 
d'une surface de niveau, et assimiler le fil à un canal dans le- 
quel se meut l'électricité. En appelant / l'intensité du courant, 



ooa 
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d\ 
1 = — a(ù -7— î 
an 



d'où 
(a) 



I 



rfy_ 

dn flû)' 



celle équation fait connaître la loi suivant laquelle varie le 
poientiel le long du fil. Lorsque la section w du fil est con- 
siante, on peut intégrer, et l'on a 

au 

/étant la longueur du fil entre les points i et 2 dans le sens 
du courant; dans ce cas, le potentiel décroît en progression, 
arithmétique. On en déduit 

(U) i=^'~ ^' 






Cette formule est la loi de Ohm pour les courants linéaires* 
La différence V, — V, des valeurs du poientiel aux deux ex- 
trémités du fil est ce que les physiciens appellent la force 
électromotrice du courant entier. Us ont donné à la quantité 

constante — le nom de résistance du conducteur. Nous la 
a(ù 

représenterons par >.; de cette manière, l'équation (II) se met 

sous la forme 

V V 

(H') / = ^^-^^ • 

La formule (H') a été vérifiée de plusieurs manières : 
1° Quand la pile est formée de deux éléments au lieu d'un 
seul, le conducteur restant le même, Tintensité du courant 
devient double. Il faut, bien entendu, pour faire cette expé- 
rience, se mettre à l'abri des causes d'erreur dues à l'intro- 
duction d'un nouvel élément dans le circuit. 
2° La force électromoirice V, — Va restant la même, si l'on , 
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change soit la section, soit la longueur du conducteur, on re- i 
connaît que Tintensité du courant varie proportionnellement : 

à la section, et en raison inverse de la longueur. 

« 

219. Lorsque la section &> du fil n*est pas constante, Téqua- 
lion (a) donne 

On peut poser — =i rfX, dl étant la résistance de rélénienirf/i 

du fil; la résistance X du conducteur entier sera représentée 
par l'intégrale 






de celle manière, Téquation précédente devient 



d'où 



V — V 



Cette équation a la même forme que Téquation (IF). 



TRAVAIL DES FORCES ÉLEGTROBIOTRICES. — LOI DE JOULE. 

220. Évaluons d'abord le travail de la force -— dq -r-? qui 
agît sur une masse électrique infiniment petite dq, décrlvanl 

Fig 5:^. 



A 



y 



\ 



/v. 



^B 



dans le conducteur une courbe AB (^g°. 53) orthogonale aux 
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surfaces de niveau. Pendant le temps infiniment petit A, la 
molécule électrique parcourt un élément dn normal à une 
surface de niveau; le travail élémentaire de la force est donc 

rfV 
— ^? -f dn = — dqdV, 

et le travail total du point A au point B est 

V, et Vs étant les valeurs du potentiel en A et B. 

On voit que ce travail est le même que celui d'un poids dq 
descendant du niveau V, au niveau Vj. 

221. Considérons maintenant un courant dans un conduc- 
teur de forme allongée, entouré d'un milieu isolant. Soient ab 
et cd les sections du conducteur par deux surfaces de niveau 
V, et Yiijig' 54); cherchons le travail effectué pendant un 
temps infiniment petit dt par les forces électromotrices qui 
agissent sur la masse électrique comprise enire ces deux sur- 

Fig. 54. 




faces. Au bout du temps dt, cette masse sera venue en 
dV d d\ Une molécule quelconque dq a parcouru un petit 
arc mm' , et le travail élémentaire de la force qui agit sur cette 
molécule est rf?(V — V'), V et V étant les valeurs du poten- 
tiel aux points m et m\ Pour la masse entière, le travail est 

rfe = /"( V - y')dq = C\dq - f\'dq, 
le signe somme s'étendant à toute la masse considérée. Dans 
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celle expression, V est la valeur du potentiel au point où se 
trouve une molécule électrique dq au temps t, \' la valeur 
du potentiel au point où se trouve la même molécule au 
temps t-\-dt, La première somme s'étend donc à l'espace 
abcd, la seconde à l'espace a'b' c'd' , Puisque le potentiel est 
indépendant du temps, il est clair que les termes qui se rap- 
portent à la partie commune a'b'cd sont égaux; on peut donc 
borner la première somme au volume infiniment petit ^z6a'i', 
la seconde au volume infiniment petit cdc' d'. Le potentiel 
ayant des valeurs sensiblement constantes V» et V, dans ces 
volumes inûniment petits, les deux sommes ont pour expres- 
sions 



, / dq, Vj / dq. 



Mais les masses comprises dans les deux volumes sont égales; 
c'est la quantité idt d'électricité qui traverse une section dans 
le temps dt. On a donc 

d^ = (\,-\,)idt. 

Tel est le travail pendant le temps dt des forces électromo- 
trices qui agissent sur les masses électriques comprises entre 
les deux surfaces de niveau V, et V2; le travail pendant l'unité 
de temps est 

(III) 6 = (V.-"V0/. 

On voit que ce travail est le même que celui d'un poids i 
descendant du niveau V, au niveau Vj. 

222. D'après le théorème général des forces vives, le travail 
rfS des forces électromotrices pendant le temps dt est égal à 
la variation de force vive de la masse électrique considérée 
abcdy plus le travail extérieur accompli. Or ce travail extérieur 
consiste en une certaine quantité d'énergie calorifique com- 
muniquée au conducteur, plus le travail nécessaire pour faire 
varier l'énergie potentielle du conducteur, si celui-ci éprouve 
quelque changement d'état ou une transformation chimique, 
plus enfin le travail mécanique extérieur proprement dit, si 
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es pièces du conducieur sont mobiles et accomplissent un 
ravail extérieur. Nous supposerons, pour le moment, que le 
onducteur n'éprouve aucune variation d'énergie potentielle 
;t n'accomplit aucun travail extérieur. D'un autre côté, comme 
lous l'avons déjà remarqué (n® 210), la force vive delà masse 
électrique parait être très-petite et négligeable. On dira donc, 
lans ce cas, que le travail des forces électromotrices est égal à 
'énergie caloriflque développée dans le conducieur. 

Pour un conducteur linéaire, si Ton remplace Vi — V, par 
M valeur tirée de Téquation (IF), on a 

[IV) 6 = X/^ 

La quantité de chaleur développée dans le conducteur est 
proportionnelle à la résistance du conducteur et au carré de 
t'intensité du courant. C'est la loi que M. Joule a trouvée 
par l'expérience. 

223. Nous avons vu (n** 221 ) que le travail des forces élec- 
Iromotrices, pendant chaque unité de temps, est égal à celui 
d'un poids / descendant du niveau Vi au niveau Vj; ceci nous 

Fig. 55. 



conduit à une manière très-simple de représenter le phénomène^ 
Imaginons le conducteur linéaire rectifié suivant Mi M, (Jig. 55), 
et par chaque point M élevons une ordonnée MA égale à la 
'valeur du potentiel en ce point; nous obtiendrons une courbe 
A, A A, sur laquelle nous pourrons concevoir que s'accomplit 
lemouvement du poids/. Lorsque la section w du conducteur 
^t constante, la variation V, — V, du potentiel étant propor- 
tonnelle à la longueur Mi M ( n® 218 ), le courant est figuré par 
1^ mouvement du poids sur une droite A, As. 
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224. Pour compléler celte étude, considérons le mouve- 
ment de rélectricité dans un conducteur quelconque; la masse 
électrique enveloppée par une surface fermée S à Tintérieur 
du conducteur se déplace et occupe, après le temps dt, une 
position infîniment voisine S' {Jig. 56). Le travail des forces 
électromotrices qui agissent sur cette masse est 

rfS = A V - \')dq = C\dq — f\'dq, 

la première somme s'étendant au volume S, la seconde au 
volume S'; comme on peut supprimer la partie commune, il 
suffit d'évaluer les termes relatifs aux parties restantes ASB, 
AS'B. Prenons sur la surface un élément abz=zd(T; la quan- 



N 




tité aba'b' d'électricité qui traverse cet élément pendant le 
temps dt est, d'après l'équation (T), 

dq=: — a —j- dddt , 

dans laquelle ds désigne un élément de la normale aN à la 
surface S. Puisque le mouvement a lieu dans le sens où V^ 
diminue, la valeur de cfV, qui correspond au déplacement 
aa'y est une quantité négative. Convenons de mener la nor^ 
maie aN en chaque point vers l'extérieur; pour un élément 

de la partie AS'B, ds étant positive, le rapport -7- est négatif ; 

rfV 
il faudra prendre dq=z — a -r- dadt, et la seconde somme 
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;era, abstraction faite de la partie commune, 



Tv' dq = --adt Ç\^ d(T. 



Pour un élément de la parlie ASB, ds étant au contraire négative, 

rfV dW 

le rapport -r- est positif; il faudra prendre dq=:a -j- dadl^ 

et la première somme deviendra 



On a ainsi 



Çydqz^adt Çy^dtT. 
d^ = adt C\^d(7, 



le signe somme s'étendant à toute la surface S. Le travail pen- 
dant l'unité de temps est donc 



(V) ^^""f 



V-i- a (7. 

as 



Nous avons basé cette théorie sur la loi de Ohm, et nous 
en avons déduit la loi de Joule. Nous aurions pu, au contraire, 
partir de la loi de Joule et en déduire la loi de Ohm. En effet, 
nous remarquons d'abord que l'établissement de la formule (III) 
n'exige aucune hypothèse autre que celle du mouvement de 
l'électricité suivant une ligne orthogonale aux surfaces de ni- 
veau; si on la combine avec la loi de Joule (IV), on obtient la 
loi de Ohm (IF) ou (II). 
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CHAPITRE VI. 

COURANTS THERMO-ÉLECTMQDES. 

Principe de Vol ta. — Expérience de Seebeck. — Expérience de Peltier. 



PRINCIPE DE VOLT A. 

225. Yolta a admis que le simple contact de deux métaux 
suffit pour leur donner des états électriques différents; Tua 
d'eux se charge d'électricité positive, l'autre d'électricité né- 
gative. L'hypothèse de Volta est adoptée aujourd'hui par ud 
grand nombre de physiciens, et elle paraît confirmée par plu- 
sieurs expériences. On peut énoncer cette hypothèse en disant 
que le potentiel a sur chacun des métaux A et B en contacl 

Fig. 57. 




une valeur constante, puisque l'équilibre existe dans chacun 
d'eux, mais que ces deux valeurs Va et V* sont inégales. Sup- 
posons que l'on ait, par exemple. Va > Va; si l'on pouvail 
réunir ces deux métaux par un fil conducteur sans introduire de 
nouveau contact dans le circuii{ Jig, 57), il se produirait un cou- 
rant; mais l'expérience n'est pas possible dans ces conditions; 
les autres contacts que l'on introduira nécessairement dans le 
circuit détruiront l'effet du premier. 

Nous figurerons cet état des lames en contact par deui 
droites horizontales Va et V* placées à des hauteurs diffé- 
rentes (Jig. 58); le potentiel varie très-rapidement dans ievoisi 
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Bage du contact. Il est probable que ce changement dans la valeur 
du potentiel n'a pas lieu brusquement, mais qu'il se produit 



Fig. 58. 






d'une manière continue entre deux surfaces irès-voisines de 
la surface de contact, de même que, dans une bouteille de 
Leyde à verre mince, le potentiel est constant sur chacune 
des deux armatures, et passe d'une valeur à l'autre d'une 
manière continue entre deux points éloignés seulement de 
Pépaisseur du verre. 

EXPÉRIENCE DE SEEBECK. 

226. La différence des niveaux électriques, qui existe au 
contact de deux métaux, dépend essentiellement de la tempé- 
rature; elle est ordinairement d'autant plus grande que la 
température est plus élevée. Si l'on forme un circuit avec 
deux métaux réunis par deux soudures, ce circuit ne peut 
être traversé par un courant que si la différence des niveaux 
électriques n'est pas la même aux deux points de contact. Le 
moyen le plus simple de rendre ces différences de niveau 
inégales est de porter l'une des soudures à une température 
plus élevée que l'autre; c'est l'expérience de Seebeck. 

Soient donc deux métaux A et B soudés aux deux points m et 
^'{fig'^)* la première sou dure étant à la température /, la se- 
conde à une température plus élevée t'. Appelons V^ et V^ les 
valeurs du potentiel sur le métal A aux points m et w', V* et 
Vi les valeurs sur le métal B aux mêmes points. Supposons les 
deux métaux dételle nature qu'au point de contact le potentiel 
ait sur le second une valeur plus grande que sur le premier, 
c'est-à-dire que les deux différences V^ — V^, V* — Va soient 
positives, et admettons que le courant parcoure le métal A 
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en allant de m vers m! ; désignons par >« et ^ les résistances 
conducteurs A et B, et par X la résistance totale 7^ + )^ 

Fig. 59. 




circuit. L'intensité du courant a pour expression dans le co 
ducteur A 



V — V 



et dans le conducteur B 



l := s ' 



Ces deu\ quantités étant égales, on en déduit 



.^Vg-v: 



n 



v;--v5 _ (v;~v:)~(v.~Va) 



Si Ton pose 



H = v*~Va, H' = v;-v;, 



on obtient la formule 

(0 






H -H 



Lorsque les deux soudures sont à la même température 
a H = H', et, par suite, 1 = 0; le courant est nul. Mais, 1 
soudure m' est à une température plus élevée que m, la di 
rence H' est plus grande que H, et le courant a lieu dan 
sens indiqué par la flèche. 
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227. Le phénomène sera figuré de la manière suivante : ima- 
ginons le circuit rectifié suivant m' mm' {Jlg-6o); au point de 
contact m', le poids d'électricité / a été élevé du niveau V'^ au 
niveau V'^; il descend ensuite, comme sur un plan incliné, 
jusqu'au niveau V*; là, au point de contact m, il tombe du ni- 

Fig. 60. 




veau Va au niveau Va, et revient, par un second plan incliné, 
au niveau primitif V'^; puis recommence indéfiniment le même 
mouvement. 

Nous avons vu (n** 221 ) que le travail des forces électromo- 
irices entre deux surfaces de niveau, pendant l'unité de temps, 
est égal au produit de l'intensité i du courant par la différence 
des valeurs du potentiel sur ces deux surfaces. Ce théorème est 
vrai dans tous les cas, et par conséquent pour deux surfaces 
de niveau comprenant une surface de contact et très-rappro- 
chées l'une de l'autre. D'après cela, dans le voisinage du con- 
tact m', le travail des forces éleciromotrices est négatif et égal 
à /{ V^ — VJ^) = — iW. Il faudra placer là un corps extérieur Ka 
à la température t', qui fournisse, pendant chaque unité de 
temps, une quantité de chaleur équivalente Q2 = A/H'. Au 
contraire, dans le voisinage du contact m, les forces électro- 
motrices produisent un travail positif et égal à /(V*— V«)=:/H; 
elles développent donc en cet endroit une quantité de cha- 
leur Q, = A/H, qui sera absorbée par un corps extérieur K, à 
la température /, et placé en cet endroit. 11 se dégage en outre 
le long des conducteurs A et B des quantités de chaleur égales 
à Aï(V.— v;) et Aï(V;— Vi). Ainsi il entre dans le circuit 
une quantité de chaleur Q2 par la soudure m', et il en sort une 

18 
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d'où, en combinant par addition ces rapports égaux, 

(V*-v;) + (Ve-v;) + ...-h(v.-v;) 



i = 



Yi 



Fig.Gi. |l 




Si l'on pose 

cette équation devient 



Hfl6 H- Hac -+-...-+- H*a 
I = -^î 5_, 



ou, plus simplement, 

2H 

Les différences H de niveau électrique aux soudures sont 
positives ou négatives; lorsque leur somme algébrique est 
positive, le courant marche dans le sens indiqué par la flèche; 
lorsque leur somme est négative, le courant marche en sens 
contraire. 

La somme algébrique des quantités de chaleur absorbées ou 
dégagées aux surfaces du contact des métaux est 

elle est égale à la quantité qui se dégage le long du circuit 
{n° 222). 

L'expérience apprend que, lorsque toutes les soudures sont 
à la même température, il ne se produit pas de courant; on a 
donc, dans ce cas, 2H =: o, et, par suite, Q = o. 
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EXPÉRIENCE DE PELTIER. 

230. Considérons un arc conducteur formé de deux métaux 
A ei B en contact au point m {fig. 62) ; on fait traverser ce con- 




ducteur par un courant produit par une cause quelconque. 
Soient V, et Va les valeurs du potentiel aux deux extrémités 
de Tare, V« et V* les valeurs sur les deux métaux au contact, 
on aura 

et, par suite, 






(3) 



. ( V.-V0-KV6- Va) 
l z=z r— ^ ■' 



Lorsque la différence de niveau V^ — V^ est négative, comme 
dans la fig. 63, il y a au contact chute électrique, par suite 



Fig. 63. 




Fig. 64. 




production d'un travail positif, ou d'une quantité de chaleur 

Al(Va-"V*). 

Si un réfrigérant extérieur n'enlève pas cette chaleur à cha- 
que instant, la soudure s'échauffe; c'est un phénomène qui a 
été observé depuis longtemps. 

Au contraire, lorsque la différence V^—V. est positive, 
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comme dans la Jig. 64» rélévation du poids électrique / du 
niveau V« au niveau \b exige la consommation d'une quaniiiè 
de chaleur Ki(\b — V.). Si la soudure n'est pas en commu- 
nication avec une source qui la lui fournisse constamment, la 
chaleur sera empruntée au conducteur lui-même, et il se pro- 
duira au point de contact un abaissement de température. 
Tel est le phénomène observé par Peltier, et qui était resté 
longtemps sans explication. 

231. Considérons, plus généralement, un arc conducteur 
formé de plusieurs métaux A, B, C, . . . , G, qui se touchent en m„ 
'Wj,. . . [Jig. 65); on fait passer à travers ce conducteur un cou- 

Fig. 65. 




ranl électrique produit par une cause quelconque. Appelons 
V, et V, les valeurs du potentiel aux deux extrémités de Tare, 
V^ la valeur du potentiel sur le métal A au contact m, , V* et 
V^ les valeurs du potentiel sur le métal B en /n, et /Wj, et ainsi 
de suite; nous aurons 

et, par suite, 

,,, (V, — V,) -hH.4^-H6c^-...H/- 
(4) ^^ 1 -^ 

• 

Pour tenir compte de tous les contacts qui existent dans un 
circuit fermé, il faut supposer que le dernier métal G est le 
même que le premier A. En un point est placée une source 
d*électricité, par exemple une pile, qui produit en ce point 
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une différence V, — Vj dans le potentiel. La formule (4) de- 
vient ainsi 

( V, — V,) H- H,6 H- Hac -f- . . . 4- H/b 

ou, plus simplement, 

(5) ,^(V.-VO + ZH, 

A 

Ceci suppose que Ton peut négliger la résistance de la pile. 

Nous avons dit (n°229) que, lorsque, dans un circuit fermé, 
tous les contacts sont à la même température, on a 2H = o; 
la somme algébrique des quantités de chaleur absorbées par 
les soudures est nulle, et l'intensité du courant est la même 
que s'il n'y avait pas de contact. 



I 
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CHAPITRE VIL. 

PHÉNOMÈNES ÉLECTROCHIMIQUES. \ 

Considérations sur la mesure des actions chimiques. — Électrolytes et électro- ' ^ 
lyseurs. — Équivalents électrochimiques. — Théorie delà pile. 



MESURE DES ACTIONS CHIMIQUES. 

232. Les phénomènes chimiques sont toujours accompa- ^ 
gnés de dégagement ou d'absorption de chaleur, et le plus n 
souvent de courants électriques ; ces différents effets sont dus ^( 
au travail des forces moléculaires, ou des affinités chimiques. ; 

Considérons un mélange de plusieurs éléments, et suppo- - 
sons d'abord qu'il ne soit soumis à aucune action extérieure. ^ 
Sous l'influence de leurs actions mutuelles, ces éléments peu- ^ 
vent se grouper de différentes manières et prendre plusieurs <j, 
états d'équilibre stable, auxquels correspondent différentes .^ 
valeurs minima de l'énergie potentielle. Le jeu naturel des vj 
forces intérieures est de produire un travail positif; par con- v. 
séquent, quand le système passe d'un état d'équilibre à un ,. 
autre, il y a toujours diminution de l'énergie potentielle, et, ^ 
si on laisse le système revenir à la même température, il y a ^ 
dégagement d'une quantité de chaleur équivalente au iravail 
des forces intérieures, ou à la diminution de l'énergie poten- 
tielle. Au contraire, pour faire revenir le système du second 
état au premier, il faut lui fournir une quantité de chaleur i 
équivalente à l'augmentation d'énergie potentielle. Il résulte 
de là que l'on peut adopter comme mesure de l'action chi- - 
mique la quantité d'énergie calorifique dégagée ou absorbée 
pendant la transformation. 

Parmi les différents étals d'équilibre, il en est un particuliè- 
rement remarquable : c'est celui pour lequel l'énergie poten- 
tielle est nulle; c'est l'état le plus stable; si le système y 
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arrivait, il ne pourrait plus éprouver aucune transformation 
par le jeu seul des forces intérieures; pour le tirer de cet état, 
il faudrait lui communiquer une certaine quantité d'énergie 
caloriOque. 

Les phénomènes sont plus complexes lorsque le système 
est soumis à des forces extérieures, par exemple à une pres- 
sion uniforme, ce qui est le cas ordinaire. Les différents états 
d'équilibre que peut prendre le système dépendent de cette 
pression. Si, après une transformation, c'est-à-dire après le 
passage d'un état d'équilibre à un autre, on laisse le système 
revenir à la même température, la variation d'énergie poten- 
tielle est égale à la quantité d'énergie calorifique absorbée ou 
dégagée par le système, plus le travail qui correspond à la 
pression extérieure. 

Les combinaisons chimiques sont accompagnées ordinaire- 
ment d'un dégagement de chaleur et d'une diminution de 
volume. Il y a alors une diminution d*énergie potentielle égale 
à l'excès de l'énergie caloriflque dégagée sur le travail de la 
pression. 

Les décompositions s'effectuent ordinairement à l'aide d'une 
absorption de chaleur, et il se produit en même temps une 
augmentation de volume. Il y a alors une augmentation d'é- 
nergie potentielle égale à l'excès de l'énergie calorifique ab- 
sorbée sur le travail extérieur accompli par le corps pendant 
sa dilatation. Toutefois il y a des combinaisons qui sont ac- 
compagnées d'une absorption de chaleur, et des décomposi- 
tions qui s'effectuent avec dégagement de chaleur. 

tLEGTROLTTES ET ÉLEGTROLTSEURS. — ÉQUIVALENTS ÉLEGTROGHIMIQUES. 

233. La considération des quantités de chaleur dégagées ou 
absorbées dans les opérations chimiques, et dans les courants 
électriques, va nous permettre d'établir un lien, et comme une 
commune mesure, entre ces deux catégories de phénomènes. 
Supposons qu'un liquide, renfermant en dissolution un corps 
composé, soit traversé par un courant électrique constant; 



282 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE YII. 

SOUS l'influence du courant, le composé est détruit, lesélé^ 
ments sont transportés en sens opposés» et cette décomposi- 
tion absorbe une certaine quantité de chaleur, qui est fourme 
par le courant, c'est-à-dire qui est produite par le travail des 
forces électriques. Si donc on appelle Q la quantité de cha- 
leur absorbée par l'opération chimique pendant l'unité de 
temps, et H l'abaissement du potentiel ou du niveau élec- 
trique, à l'endroit où elle s'accomplit, le travail des forces 
électromotrices étant H/, on aura l'équation 

(i) EQ = Hi, 

E désignant l'équivalent mécanique de la chaleur. 

Inversement, si deux corps susceptibles de se combiner 
sont placés dans un liquide traversé par un courant, la com- 
binaison s'opère, et elle dégage une certaine quantité de cha- 
leur qui produit une élévation du niveau électrique, à l'endroit 
où se fait la combinaison. La quantité de chaleur Q dégagée 
par l'opération chimique pendant l'unité de temps, et l'éléva- 
tion H du potentiel, sont encore liées par la relation EQ = Hi* 
Cette équation peut être appliquée aux deux cas de la ques- 
tion, en regardant l'action chimique comme positive ou néga- 
tive, suivant qu'elle dégage ou absorbe de la chaleur, et la 
variation du potentiel dans le sens du courant comme posi- 
tive ou négative, suivant qu'il y a élévation ou abaissement. 

âSi. Première loi expérimentale. — Pour des corps donnés, 
les poids décomposés ou combinés dans le même temps sont 
proportionnels à l'intensité du courant. La quantité de cha- 
leur absorbée ou dégagée est évidemment proportionnelle au 
poids décomposé ou combiné. D'après la loi précédente, elle 
est donc proportionnelle à l'intensité i du courant; mais cette 
quantité est égale à AH/ pendant l'unité de temps : on en 
conclut que la différence de niveau H est une constante pour 
chaque système de corps mis en présencç. Ainsi l'électrolyte 
ou l'éleclrolyseur se comportent comme le contact de deux 
métaux différents; ils produisent, à une température et à une 
pression données, une variation déterminée H dans le poten- 



PHÉNOMÈNES ÉLEGTROGHIHIQUBS. 283 

tJei. Il est probable que cette différence H varie avec la tem- 
fiéralure, comme cela a lieu pour le contact de deux métaux, 
qu'elle varie aussi avec la pression extérieure. 



235. Deuxième loi expérimentale. — £n plaçant sur le trajet 
«l'an même courant, à la suite Tun de l'autre, des appareils 
jenfermant des combinaisons différentes, Faraday a reconnu 
que les poids décomposés sont proportionnels à leurs équiva- 
lents chimiques. En ce qui concerne les sels, si un équivalent 
d'acide est isolé dans un éleclrolyle, un équivalent d'acide sera 
aassi isolé dans le second; il convient donc, à ce point de vue, 
de représenter les sels par des formules renfermant, non pas 
un équivalent de la base ou de l'oxyde, mais un équivalent 
de l'acide ou du métalloïde qui joue le rôle d'acide. La loi de 

f^Faraday s'accorde, en général, avec les équivalents chimiques 
^4Nrdinaires ; mais, pour certains corps, il est nécessaire de dou- 
»bler ou de diviser par 2 l'équivalent chimique. 

La même loi se vérifie dans les électrolyseurs, c'est-à-dire 
ir les corps qui se combinent sur le passage d'un courant 

Ique. 

Ed généralisant cette loi de Faraday, on peut définir les 

\uiv€dents électrochimiques de tous les corps : ce sont les 

lids de ces corps qui se combinent ou se dissocient, pendant 

'unité de temps, sur le trajet d'un courant dont l'intensité est 

lie à l'unité. 

THÉORIE DE LA PILE. 

236. Considérons un élément de pile alimenté par la disso- 
ion du zinc dans un liquide quelconque. Appelons q la 

Uité de chaleur produite par la dissolution d'un kilo- 
ime de zinc dans le liquide, et a l'équivalent électrochi- 
ique du zinc, c'est-à-dire le poids du zinc qui se dissout 
idant l'unité de temps sur le trajet d'un courant dont l'in- 
cité est égale à l'unité. Lorsque Tintensité du courant est/, 
i^ poids de zinc dissous est a/, et l'action chimique corres- 
mdante Egai. Si la pile est formée de n éléments placés les 
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uns à la suite des autres, et par conséquent traversés ] 
môme courant, l'action chimique est nEaqi. 

Supposons les deux pôles de la pile réunis par un fil 
ducteur homogène et à la même température dans tou 
longueur; appelons ïf la résistance du fil et X" celle de cl 
des éléments de la pile; la résistance totale du circuii 
X = X' + nX". En égalant l'action chimique de la pile à la ( 
tilé d'énergie calorifique qui se dégage dans le circuit fe 
on a l'équation 



(2) 


naEqi — Xi% 


d'où l'on déduit 


■ 




naEq 


ou 




(3) 


naEq 

' r -+- ni" 



Remarquons que l'intensité du courant n'augmente p 
delà de toute limite, quand on augmente indéfiniment le 
bre des éléments de la pile; elle tend vers une limite fin 

(4) i=-^' 

Lorsque le nombre des éléments n'est pas trop grand e 
la résistance nX" de la pile est très-petite par rapport à 
du fil, on a approximativement 

(5) i='^: 

l'intensité est à peu près proportionnelle au nombre de 
ments. 

* 

237. Nous pouvons suivre aisément les variations du p 
tiel dans cet appareil. Supposons, pour simplifier, que Ts 
chimique de chaque élément de la pile se manifeste su 
de ses faces, par exemple sur la première face, dans le se 
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couranl(^g^.66); elle produira en ce point une élévation de ni- 
veau A qui sera donnée par réqualion Eqai=hi,d*oùhz=zaEq; 

Fig. 66. 




mais, en traversant l'épaisseur du liquide qui remplit ie vase, 
le courant éprouve ensuite une perte de niveau égale à X'^i; 
de sorte que l'élévation provenant du premier élément sera 
égale seulement à la différence aEq — Yi, L'élévation prove- 
nant de la pile entière sera na^q — nYi. Si donc on désigne 
par Vi la valeur du potentiel au pôle positif de la pile, et par 
Vi sa valeur au pôle négatif, on aura 

' \, — Y, = naY.q — nVi. 

potentiel diminue ensuite le long du fil, depuis le pôle 

positif jusqu'au pôle négatif. L'élévation naEg produite par 

les actions chimiques est ce que les physiciens appellent la 

\jorce électromotrice de la pile. En égalant cette quantité à la 

perte de niveau due à la résistance de tout le circuit, on a 

na^q — li = [V + nY)i, 
et Ton retrouve ainsi Téquation (3). 

238. Supposons maintenant qu'on place un électrolytre sur 
le trajet du conducteur. Soit «'l'équivalent électrochimique 
du composé dissous et q' la quantité de chaleur nécessaire 
pour décomposer i kilogramme de ce corps; le poids décom- 
posé pendant l'unité de temps est a'i, et la chaleur absorbée 
y^'i. L'action chimique de la pile étant égale ici à l'énergie 
iCiloriGque qui se dégage dans le circuit fermé, plus celle qui 
i,a servi à décomposer l'électrolyte, on a l'équation 

naEqi = li^ H- a'Eq' i , 
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OÙ X désigne la résistance de tout le circuit, y compris Vél 
trolyte. On en déduit 

A 

Nous remarquons d'abord que la présence de i'éleclrc 
diminue l'intensité du courant; elle produit à cet endroi 
abaissement du niveau électrique. Nous voyons ensuite 
pour que le courant existe, il faut que la condition naç> 
soit reniplie, c'est-à-dire que l'action chimique de la pile 
plus grande que celle de l'électrolyte : c'est ce que l'e 
rience a vérifié. En augmentant le nombre des éléments 
pile, on peut toujours effectuer la décomposition. 

239. Si l'on place dans le circuit plusieurs électrol; 
qu'on appelle a', a",, . . leurs équivalents électrochimiqu( 
q'j g",. . . les quantités de chaleur nécessaires pour la dé( 
position de i kilogramme de ces différents corps, on aui 
même 

naEqi = li^ -h a'Eq' i -\- a''Eq'' i -h . . ., 

d'où l'on déduit 

. _ E [naq — ja'q' -h a'' g'' + . . .")] 

La résistance totale X du circuit comprend la résistance 
pile, celle du fil conducteur, plus les résistances X,, X^». . 
différents électrolytes, 

l=zl' -+-nX"-+-/, H-Xa+ 

Pour que le courant existe, il faut encore que l'on ait 

naq ^a' q' -^ a" ^" -f- . . . , 

c'est-à-dire que l'action chimique de la pile soit plus gr 
que la somme des actions chimiques des électrolytes. 
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CHAPITRE Vni. 

ÉLECTRODYNAMIQUE 



Bljniinaires. — Ramener les deux fonctions inconnues à une seule. — Action 
d'un courant fermé sur un élément de courant. — Action d'un courant élé- 
mentaire sur un élément de courant. — Action d'un solénoide sur un élé- 
ment de courant. — Formule d'Ampère. 



PRÉLIMINAIRES. 

2iO. Rappelons d'abord les principes sur lesquels repose la 
théorie des phénomènes éleclrodynamiques. Ampère, qui a 
construit cette théorie, a admis que Faction de deux courants 
tnéaires a lieu élément par élément, et que l'action mutuelle 
:fe deux éléments de courants est une force attractive ou ré- 
t pulsive, dirigée suivant la droite qui les joint, proportionnelle 
\ tu produit des longueurs des éléments, au produit des inten- 
sités des courants, et fonction de leur dislance. C'est là l'hypo- 
flhèse fondamentale de la théorie. Il a fait usage ensuite des 
deux principes suivants, établis par l'expérience : 

!• L'expérience apprend que, quand on change le sens de 
fondes courants, la force change de signe, c'est-à-dire dat- 
ftnctive devient répulsive, ou inversement; 

2* L'expérience apprend aussi que l'action d'un courant 
fermé, composé d'une partie rectiligne et d'une partie si- 
nueuse de même ordre de grandeur et qui s'en écarte très- 
peu, sur un courant extérieur, est très-petite par rapport à 
celle de la partie rectiligne. Il en résulte que l'on peut rem- 
placer un élément de courant par ses projections sur trois 
nés quelconques. 

iil. Nous aurons recours, en outre, à la loi théorique de 
h symétrie. Il est clair que l'action mutuelle de deux éléments 
de courant dépend de leur position relative. D'après cela, si 
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Ton considère les éléments syméiriques de deux élément 
donnés par rapport à un plan, la force qui s'exerce entre \e^ 
deux premiers éléments et celle qui s'exerce entre les deu^ 
éléments symétriques sont symétriques Tune de Tautre. 

Il en résulte que Faction mutuelle de deux éléments a6, cd« 
dont l'un ab est situé dans le plan perpendiculaire à l'autre, 
en son milieu, est nulle. En effet, prenons les éléments sy* 
métriques par rapport à ce plan; l'élément ab est à lui-même 
son symétrique, l'élément cd change de sens. La force devraii 
donc, en vertu du premier principe expérimental, changer de 
sens; mais la force, étant contenue dans le plan, et par con- 
séquent symétrique à elle-même, ne change pas; on en con- 
clut que cette force est nulle. 

242. Considérons maintenant deux éléments quelconques ab 
cd(fig.&']); menons la droite mn qui joint leurs milieux. Nou! 
pouvons remplacer l'élémenta^ par ses deux composantes aîV 

Fig. 67. 





a"b'\ suivant la droite mn et une perpendiculaire à cette droit 
dans le planèmw. Nous décomposerons de même l'élément c* 
en deux composantes c'rf', c, rf, , suivant la droite mn et un 
perpendiculaire à cette droite dans le plan rf/im; dans le pla 
perpendiculaire à mn au point w, nous décomposerons ensuit 
l'élément c, rf, en deux composantes, Tune c'^d" parallèle à a" h* 
l'autre c"'d'" perpendiculaire à c'^d"; de cette manière, l'élé 
ment cd sera remplacé par les trois éléments c' d'y c" d'\ (fi^ 

Pour avoir l'action mutuelle des deux éléments c/6, crf, 
suffit de trouver l'action de chacun des deux éléments db 
cd'b" sur chacun des trois éléments c'rf', d' d'\ c"' d"\ Or, d€ 
six actions que l'on a à considérer, quatre sont nulles : 1° l'éh 
ment a' i' étant situé dans le plan perpendiculaire à &' d" e 
son milieu, l'action mutuelle des deux éléments a'fc', c" d" o 
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ïnlle; 2" ce même élément dV étant situé dans le plan per- 
pendiculaire à d" à!" en son milieu, Faction mutuelle des élé- 
ments a' 6', d" d^ est nulle; 3® l'élément d d' étant situé dans 
le plan perpendiculaire à a" h" en son milieu, l'action mutuelle 
des éléments a"V y d d' est nulle; 4** Télément d" d'" étant situé 
dans ce même plan, Taction mutuelle des éléments a"h'\ c"' d'" 
est nulle. Il reste donc à trouver Faction des deux éléments 
dVy dd' situés sur la même droite et celle des deux éléments 
parallèles a''b'\ d'd\ 

243. Désignant par ds et ds' les longueurs de deux éléments 
de courants, par i et i' les intensités, et par r la distance, nous 
représenterons par 

iVdsds'Y[r), 

ii'dsds'f(r), 

l'action mutuelle de ces d.eux éléments, placés sur la même 
droite, ou parallèles entre eux, les fonctions F (r) et/(r) étant 
positives ou négatives, suivant que les forces sont attractives 
ou répulsives. 

Les éléments ab et crf, dont les longueurs sont ds et ds' et 
les intensités i et /', ayant une position quelconque, appelons 
et Q' les angles que font, avec une même direction de la 
droite mn qui joint leurs milieux, les directions des courants 
sur ces deux éléments, 9 l'angle dièdre des deux plans bmriy 
dnm, et r la distance mn; les quatre quantités r, 0, 0\ 9 dé- 
finissent la position relative des deux éléments, et Ton a 

dV=zdscosQ, a''b''=dssmQ, 

c'd' = ds' cos B' , d' d" = ds' sin 9' cos 9, d" d"' = ds' sin 0' si n 9 . 

L'action mutuelle des deux éléments a'b', dd', situés sur la 
même droite mn, sera représentée par 

ii'dsds'¥(r)cosOcosO', 

celle des deux éléments parallèles a" 6", d' d'' par 

i i' ds ds' f ( r)s\n 9 smO' cos (f. 
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L'action mutuelle des deux éléments proposés ab, d, s& 
romposant des deux actions précédentes, sera exprimée par 
la formule 

(i-) F=://'rf5rf5'[F(r)cos0cose'-f-/(r)sin0sin0'coscp]. 

On peut remplacer Tangle dièdre <p par Tangle e que fonl 
entre elles les directions des courants sur les deux éléments 
proposés aby cd; on a, en effet, 

cos e = cos cos 0' H- sin sin 0' cos 9, 
et la formule précédente devient 

(2) ¥= ii' ds ds' \ f {r) cose -h [F{r)—f[r)]cos9 cos Q'\. 

Pour évaluer les angles 6 et 6', on prendra indifféremment la 
direction mn ou la direction opposée nm; car ceci revient à 
remplacer les deux angles et 6' par leurs suppléments, ce 
qui ne change pas la formule. 

âH. Avant d'aller plus loin, nous démontrerons quelques 
formules qui- nous seront utiles. Considérons deux courants 
marchant dans des conducteurs linéaires de forme quelcon- 



Fig. 68. 



0' S' ,il^— 'A A' 



que {/ig. 68). Soient M et N les milieux de deux éléments ds, 
ds' de ces courants; prenons deux points fixes et 0' sur ces 
conducteurs; la position du point M sur le premier conduc- 
teur sera déterminée par Tare OM, que nous désignerons 
par s, celle du point N sur le second conducteur par l'arc O'N, 
que nous désignerons par s\ D'après cela, il est clair que la 



f 
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<lisiance r des deux points M et N est une fonction des deux 
Variables indépendantes s et s', et Ton a 

(3) cos0 = — 9 

os 

(4) ^^0^6' = -!^. 

D'autre part, la projection NA de la droite NM sur la tangente 
en N a pour valeur 

NA = rcosO'. 

Si Ton fait variera, laissante' constante, le point M vient en M', 
cl la projection NA' de la droite NM' devient 



d'où 



XT A/ Af Df rcos0' , 

NA' = rcosô' H . ds; 

os 



OS 



Mais,la longueur A A' étant la projection de l'élément M M' = r/* 
sur la tangente en N, on a aussi 

AA'r=rf5C0se; 

il en résulte 

,1, ^{rcosô') 

i5] cose=:-^-^^ • 

^s 

Si l'on remplace cos0' par sa valeur (4)> il vient 



(6) cosê = — 



^s l)s ^s^ ^5Ds' 



RAMENER LES DEUX FONCTIONS INCONNUES A UNE SEULE. 

245. L'expression de la force, qui s'exerce entre deux élé- 
ments de courant, renferme deux fonctions inconnues F(r) et 
/(r). Pour déterminer ces deux fonctions, on se sert de deux 
cas d'équilibre observés expérimentalement. Afin de simpli- 
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fier le calcul, Ampère admettait que les deux fonctions sont 

A B 

de la forme — î ~ ; mais nous traiterons la question d'une ma- 
nière générale en suivant une méthode ingénieuse, due à 
Blanchet et enseignée par lui à l'École Normale (*). 

Le premier cas d'équilibre employé est celui-ci : un courani 
rectangulaire ABCD(yîg'. 69), assujetti à tourner autour d'un de 
ses côtés AD, reste en équilibre, sous Tinfluence d'un courani 
circulaire qui a son centre sur l'axe de rotation, et dont le 
plan est perpendiculaire à cet axe. 

Soient GH la trace du plan du rectangle sur le plan du cer- 
cle, M et N les milieux de deux éléments ds et ds' des deux 
courants; appelons a le rayon du cercle, q l'angle GON, m la 

Fig. 69. 



Hl 




distance du point M à l'axe; menons du point N une perpen- 
diculaire NE sur le diamètre GH, et joignons ME. La force F 
exercée par l'élément ds' sur l'élément ds est dirigée suivant 
MNj si elle est attractive; décomposons-la en deux, l'une sui- 
vant ME, l'autre perpendiculaire à ME, et par conséquent 
parallèle à EN; cette dernière composante a pour valeur 

17 TiffXTT? ri NE . ^ a sin q 
F cosMNE = F — = F ^» 



(*) Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure^ t. II. 
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ei le moment de la force F par rapport à Taxe de rotation est 

F — ^Xu. 

La condition d'équilibre est que la somme des moments de 
toutes les forces qui agissent sur le courant rectangulaire soit 
nulle, c'est-à-dire 

Fusinq 



22 



o. 



/• 



246. En projetant sur la tangente au cercle en N le contour 
fermé NMAON, on a 



rcos0' -f- wsin^ 1=0, ou rcosO' 



usinq; 



puisque l'angle q est indépendant de s et la distance u indé 
pendante de s', l'équation (5) devient 

()(^€sin<7) du . 

cose = ^— ^ — — =— -j- smq. 



c>5 



ds 



ei l'expression ( 2 ) de la force F se met sous la forme 
F—— ii'dsds* flr) -r-sinq H ^— ^ — :^— u—- smq 

On a d'ailleurs ds' = adq; l'équation d'équilibre est donc 
/^ r rrf{r)du F(r)— /(r) Dr! ., ,, 



m q étant prises pour variables indépendantes, et la double 
intégration s'étendant, d'une part, au périmètre du rectangle, 
d'autre part, à la circonférence entière. 11 est évident que le 
côté DA du rectangle ne donne rien dans le résultat. 
Considérons d'abord la première partie 

^a longueur s est comptée sur le rectangle, à partir du point A, 
^n marchant dans le sens du courant; le long de BC, on a 
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du .„ du ^^ du , 

-=- z= o; sur AB, on a -7- = i ; sur CD, -7- = — i ; si donc 

ds ds ds 

appelle rel r' les distances NM, NM' du point N à deuxé 

ments ayant leurs milieux M et M' sur une parallèle à AD, 

si Ton désigne par 6 la longueur du côté AB, on aura 

/^4>=r[4^-^']"'"" 

et, par suite, la première partie devient 

'ikl. Considérons maintenant la seconde partie 

j sxn'qdqj \./ "^ ^'^> 
que l'on écrira 

en posant, pour abréger. 

L'intégration par parties donne 

j u^^'[r)y^^ds = [u^^{r)]]-2 j ^[r)u^^ds; 

les deux limites coïncidant, le premier terme est nul; le 
cond, d'après ce que nous avons dit, se met sous la forme 

b 



— 2 1 [^[r) — ^[r')]udu; 

J o 



la seconde partie devient ainsi 

6 



' s\n^ q dq I [^{r} — ^{r')]uduy 
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€t si l*on pose 

(9) ^-'^^[r) = x[r). 

l'équation d'équilibre se réduit à 

t/0 

On en conlut quo la fonction %{ r) est une constante. En effei , 
on a EM<;EM', et, par suite, r<ir'. Soit6<«; la plus petite 
valeur de r est BG, la plus grande valeur de r' est CH. Suppo- 
sons que x(^) ne soit pas constante et croisse, par exemple, 
quand r croît de n h rii on construira le rectangle de manière 
que BG soit égale ou supérieure à r,, CH égale ou inférieure 
à r^; de cette manière, on aura toujours 

et, par suite> 

z(''')>z(^); 

tous les éléments de l'intégrale (lo) auraient des valeurs posi- 
tives, et leur somme ne pourrait être nulle. 
La fonction x{r) étant une constante, on a 

et, par suite, en vertu des relations (8) et (9), 



^^-2+'(r) = o. 



ou 



d 



fir) 



>^_,F(r)-/(r)^^^ 



On en déduit 



dr 



I r 



{.!) F(r)=/(f)+-r'-2--i 

la première fonction inconnue se trouve ainsi déterminée à 
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l'aide de la seconde, et Texpression de la force élémentaire ne 
contient plus qu'une fonction inconnue 



[- 



d 



f(r) 



(v?.) F— ii'dsds' 1 /(r)cose -f- - r' — r^cosôcosô' 
Pour simplifier un peu récriture, nous poserons 

(i3) Ûp=,^^r); 

l'expression précédente devient 

(i4) F = ii'dsds'\ r9(r)cose -f- - r*cp'(r)cos0cos0' 



ACTION d'un gourant FERMÉ SUR UN ÉLÉMENT DB GOURANT. 

2W. Par le point (Jig, 70), milieu de Télément ds\ menons 
trois axes rectangulaires; appelons x, y, z les coordonnées du 

Fig. 70. 



■ \ 
/ 

/ 

-/M 




/ 

/ 



milieu M d'un élément ds du courant fermé. Toutes les forces 
qui agissent sur l'élément ds\ étant appliquées en son mi- 
lieu 0, admettent une résultante appliquée en ce point; les 
projections X, Y, Z de cette résultante sur les axes des coor- 
données sont de la forme 

X=zii'ds' I r(p(r)cose 4-~ r*cp'(r)cos0cos0' \-ds. 

Il n'y a ici qu'une variable indépendante, l'arc s du conduc- 
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J teurferméy compté à partir d'un point fixe arbitraire. Les re- 
lations (3) et (5) peuvent s'écrire 

. dr dircosO') 

ds ds 

Si l'on remplace cos0 par sa valeur, l'expression précédente 
devient 

X = ii' ds' I j a:(^{r)coseds -f- - ^rcos0'cp'(r)rfr • 

Considérons la seconde partie de l'intégrale; en intégrant 
par parties, on a 

l xrcos0'(f'{r)dr=z[xrcos9'(^{r)]\— j (^(r)d[xrcosQ' ); 

le courant étant fermé, le premier terme est nul; on a donc 

/ xrcosO'<^'{r)dr = — j <p(r)rf(^rcos0') 

= — / cp(r)[^rf(rcos0') + rcosô'rf^] 

= — / (p(r){xcoseds -h rcosô' dx). 

De celte manière, l'expression de X se réduit à 

X=:-ii'ds' j (^{r){xcoseds—' rcosO'dx), 

249. Si Ton appelle «, 6, c les cosinus des angles que fali 
l'élément ds' avec les axes des coordonnées, on a, en projetant 
sur ds' la longueur r et l'élément ds, 

r cos 0' = ax -f- 6/ -f- cz, 

ds cose=: adx -hbdjr 4- cdz; 

d'où 

^cos6i/5— rcosô'dx = b{xdx — xdx)— c{zdx — xdz). 
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et, par suite, 

\ = b - ii'dsf c^{r)(xdy — ydx 



) 



— c-ii'ds' I c^[r)[zdx — xdz). 

On aurait des expressions analogues pour Y et Z. ( 
que ces quantités dépendent des trois intégrales 

A = I (^{r)(ydz — zdy), 
(i5) < B = l (^{r]{zdx — xdz), 

[C = I (s^{r)(xdx — xdx), 
que nous désignons par A, B, C, et l'on a 



2 

(16) { Y =-ii'ds'{cA—aC), 

Z = -ûV5(aB— 6A). 
2 

Les trois intégrales (i5) dépendent de la forme du « 
fermé, et de sa position par rapport au milieu de 1*€ 
ds' ; elles sont indépendantes de la direction de cet éle 

250. Des formules (16) on déduit les relations 

aX-hbY -^cZ = o, 
AXh-BY4-CZ=:o. 

La première indique que la résultante est perpendici 
rélément ds\ la seconde qu'elle est perpendiculaire 
droite OG faisant avec les axes des angles dont les 
sont proportionnels à A, B, G; cette seconde droite ei 
pendante de la direction de l'élément rf*'. Le plan m 
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la droite OG et Télément ds' est le plan directeur d'Ampère ; 
la résultante est perpendiculaire au plan directeur. 
On a d'ailleurs 



{V-\- Y» + Z^ = - iVds' v^A» -^ B' 4- C» — (ak -4- frB 4- cCf'; 

si donc on pose 

A^ -♦- B^ -♦- C» = G», 

ei si l'on appelle ô l'angle de la droite OG avec l'élément ds\ 
et R la résultante, on a 



('?) 



R=i-iiV5'Gsin(5. 

2 



Portons sur la droite OG une longueur égale à G, et sur la 
direction de l'élément ds' une longueur égale à l'unité, la for- 
mule signifie que la résultante est proportionnelle à l'aire du 
parallélogramme construit sur ces deux droites; elle est nulle 
quand l'élément ds' coïncide avec la droite OG. Elle est d'ail- 
leurs, comme nous l'avons dit, perpendiculaire au plan du 
parallélogramme. 

ACTION P'UN COURANT ÉLÉMENTAIRE SUR UN ÉLÉMENT DE COURANT. 

251. La recherche de l'action d'un courant fermé sur un 
élément de courant se ramène, comme nous l'avons vu, au 
calcul des trois intégrales (i5). Il est avantageux pour ce qui 
Ta suivre de transformer ces intégrales simples en intégrales 
doubles. Imaginons une surface continue S limitée par le cou- 
rant fermé; projetons-la sur le plan des xy^ et supposons que 
le point G soit situé en dehors de cette projection (yîg*. 71). 

Soit P la projection d'un point quelconque M de cette sur- 
face; désignons par u le rayon vecteur OP et par q l'angle j;0P. 
On sait que l'expression xdy — ydx représente le double de 
l*aire du triangle POP', et l'on a 

xdy — ydx = u^ dq. 

Le courant marchant dans le sens indiqué par la flèche, l'angle q 
croît de Çx à q^ sur l'arc ABC, et décroît ensuite de qi à Çi sur 
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TarcCDA. En désignant j)ar «/, et ih les distances de 1 

Fig. 71. 







•V" 




aux points P, et P„ où la droite OP coupe la courbe, on 



écrire 



Mais on a 



aj(p(r,)— aîcp(r,)= / — :-jf-^du. 



l'intégration étant prise par rapport à la variable u du | 
au point Pj. La valeur de C devient ainsi 



(18) 



HP-'^'""'^-- 



il y a maintenant deux variables indépendantes u et 9, 
tégrale double s'étend à la partie du plan comprise 
courbe ABCD. 

252. Pour évaluer cette intégrale, nous remarquons 

ou ^ ^ ou 



de la relation 



on déduit d'ailleurs 



r^zmU^-ir z\ 



Dr ^z 

OU OU 
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3oi 



^Z 



GJ lls'agiide trouver — •, pour avoir celle dérivée partielle, il 
faullaisser constante la variable q et faire varier w, ce qui donne 

Fig. 72. 

M' 




<ieux points P et P' sur un même rayon OP(^g". 72); ces deux 
points sont les projections de deux points infiniment voisins 
Met M' de la surface S; sait L le point où la droite MM' ren- 
contre Taxe z ; on a 

^z M'HMK z — PL 
Dm"" MH "~ LK " u 

MaisL est le point où le plan tangent à la surface en M ren- 
contre Taxe Oz; soit 

ax -^ Çij'-h yz = p 

l'équation de ce plan, a, p, y étant les cosinus des angles 
que la normale à la surface au point M fait avec les axes, et p 
la perpendiculaire abaissée de Torigine sur le plan, distance 
positive ou négative, suivant que cette perpendiculaire a la 
même direction que la normale ou une direction inverse. Nous 
aurons 

y 

et, par suite, 

^z yz — p 

Dm yu 

<>r u z(yz — p) yr"^ — pz 

"du r 



yur 



yur 



(•9) 



c=rj [29 {'•)+'•?'('•)- ^ ?'('•)] «</«rf<7- 
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Le produit udiidq représente un élément de Taire plane 
limitée par la courbe ABCD dans le plan des xy ; cet élément 
est la projection d'un élément ^o) de la surface S, et Ton a 

ududq = ydoy; 
l'expression précédente devient ainsi 

(20) c=2J[='<P('-)-t-'-9'('-)]y-^?'('-)jrf". 

Afin que fifct) ait une valeur positive, la normale à la surface 
est menée dans une direction telle, qu'un observateur placé 
sur cette normale, les pieds contre la surface, voie le courant 
tourner de droite à gauche. 

Si l'on appelle C une valeur moyenne de la quantité entre 
parenthèses, et w l'aire de la surface S, limitée, comme nous 
l'avons dit, au courant fermé, nous pourrons écrire C = C'6). 
Nous aurons de même A = A'w, B = B'w. 

On appelle courant élémentaire un courant fermé infini- 
ment petit. On emploie surtout les dernières formules pour 
calculer l'action d'un courant élémentaire sur un élément de 
courant. Dans ce cas, la valeur moyenne de la parenthèse est 
sensiblement égale à sa valeur en un point quelconque M de 
la surface infiniment petite co. On aura donc 

A'=[2(p(r)+r(p'(r.]a-^9'(r), 

(21) JB'r=[2cp(r)+rcp'(r)]p-^çp'(r), 

f C'=.[29(r)4-r9'(r)]y-^?'(r), 
et l'on connaîtra les trois intégrales A, B, C, 

(22) k = k'(ù, B=:B'w, C=:C'w. 

ACTION d'un SOLÉNOÏDE SUR UN ÉLÉMENT DE COURANT. 

253. Un solénoïde est formé de courants élémentaires égaux 
entre eux, normaux à une même courbe directrice, et infini- 
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)t rapprochés les uns des autres. L'action d'un courant 
lé sur un élément se réduisant à une force appliquée au 
eu de l'élément, Taciion du solénoYde, qui est composé 
Durants fermés, se réduit de même à une force appliquée 
îilieu de l'élément. Appelons m l'aire d'une surface li- 
eà l'un des petits courants, et g la dislance de deux cou- 
; consécutifs; le nombre des courants placés sur un élé- 

irfdde la courbe directrice sera — > et l'action du solè- 

g 
3 sur un élément de courant ds' placé à l'origine des co- 

nnéesaura pour l'une de ses composantes 

X = - i'ds' — (b r Cdd-c H B'daX 

graiion s'étendant à toute la longueur de la courbe dlrec- 
P, Pj(^g^. nS). D'après les conventions faites précédem- 

Fig. 73. 
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, cette courbe doit être parcourue dans un sens tel, qu'un 
vateur placé sur une tangente MT, les pieds en M, la tête 
'extrémité T, voie le petit courant tourner de droite à 
le. Cette droite MT est normale à la petite surface w que 
peut supposer plane; x, j, z étant les coordonnées du 
M, on a 

y = ^ , P = cosMOL = cosEMT = ^, 
' (ta r da 
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el 

r Cd(7= C |[2(p(r)-hrcp'(r)]rfz — Z(p'(r)rfrj. 
En intégrant le dernier terme par parties, on a 

j\<^'[r)dr^[z<^[r)]\-j <^{r)dz, 

et, par suite, 

J'c'rf(T = -[z9(r)]f+y[39(r)4-r9'(r)]rf2, 

ou, plus simplement, 

FORMULE d'ampère. 

25!^. Nous avons ramené les deux fonctions inconnues à 
une seule, à l'aide d'un premier cas d'équilibre; nous pouvons 
maintenant achever la détermination de ces fonctions, à l'aide 
d'un second cas d^équilibre. On a reconnu par l'expérience 
que l'action d'un solénoYde fermé sur un élément de cou- 
rant, placé d'une manière quelconque, est nulle; les compo- 
santes X, Y, Z devant être nulles, quelle que soit la direc- 
tion de l'élément ds\ c'est-à-dire quelles que soient a, ft, c, 
on doit avoir séparément, d'après l'équation (aS ), 

jA'dv = o, jB'd(T=:o, jCd(T=o. 

Mais, lorsque le solénoïde est fermé, le premier terme étant 
nul, l'équation (24) se réduit à 
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on a posé, pour abréger, 

I d.r^ 9(r) 



3o5 



r' 



dr 



T:{r). 



f\ Supposons la courbe directrice plane ei située dans le plan des j2 
^h' "4); elle est parcourue dans un sens déterminé que nous 



n: 




■ 'X 



mi 

m 



indiquons par une flèche. Deux parallèles à Taxe Oj infini- 
flïent voisines déterminent deux arcs MN, M'N', pour lesquels 
'es valeurs de dz sont égales et de signes contraires; si donc 
On appelle r et r' les dislances OM et OM', on aura 

Ço/dd—Ç [7r(r')-7r(r)]rfz==o. 

255. On en conclut que la fonction 7r(r) est une constante. 
Admettons en effet que cette quantité varie et augmente, par 
exemple, quand r croît de r^^L r^', on peut tracer la courbe de 
manière qu'elle soit située à droite de Oz, afin que r' soit 
plus grand que r, et de manière que le minimum de rsoit égal 
ou supérieur à r,, et le maximum de r' égal ou inférieur à r,; 
on aura alors 

et, par suite, 

7r(r')> 7r(r). 

20 
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Chacun des termes de l'intégrale étant positif, il sérail im- i 
possible que la somme fût nulle. On a donc 

7:(r)= A, 
h étant une constante. 
En vertu de la définition de 7r(r), cette condition devient 

et, par l'intégration, 

k étant une nouvelle constante. On en déduit 

. ^ h k 

mais on a posé (n° 2W) 

il en résulte que ^ 

Il est nécessaire que la constante h soit nulle, sans quoi la 
force électrodynamique deviendrait infinie à une distance 
infinie, ce qui est contraire à l'expérience. On a donc finale- 
ment 

et la formule (12) se réduit à 

(a) F = (cose cos0cos0 )• 

Telle est la formule fondamentale d'Ampère. L'expérience 
apprend que la constante k est positive. 
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CHAPITRE IX. 

SUITE DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 

Pôles d'un solcnoïde. — Action d'un courant fermé sur un solénoide. — Action 
d'un solénoide sur un solénoïde. — Théorie du magnétisme d'Ampère. — 
Simplification de la formule d'Ampère. — Travail des forces élcctrodyna- 
iniques entre deux courants fermés. — Travail des forces électrodynamiques 
qu'un courant exerce sur lui-même. 



PÔLES d'un solénoïde. 

256. Maintenant que nous connaissons la fonction /(/ ), 
nous pouvons simplifier les formules relatives à l'action d'un 

■ /r 

solénoïde sur un élément de courant. Puisque (p(r)=:~, la 

formule (24} se réduit à son premier terme 






2 Arz, kzz 



On a de même 






£n substituant dans l'équation (28) et posant 



— = [M 
g 



on a 



x=lk,i'ds'[^^i^-'-^i:^), 



(iS) }Y = ^k[j.i'ds'( 



ex, — az, ex, — az, 

2 \ ''i '*a / 



20. 
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On voit par là que la force exercée par un solénoYde sur un 
clémeni de courant, et qui est appliquée au milieu de Télé- 
meni, ne dépend que de la position des extrémités P,, Pj de 
la courbe directrice ijig. 75), et nullement de la forme de celle 
courbe ; c'est pourquoi Ampère a donné à ces extrémités le nom 

Fig. 75. 




de pôles du solénoïde. On peut regarder cette force comme la 
résultante de deux forces appliquées toutes deux en : Tune F„ 
ayant pour composantes 

,= - fffjLi as' j — —>> 

I , ., , , cxt — az, 



(26) (Yt=:-kijJ'ds 



r; 



Z, -=: - kixi' as' -^ : 1 

7. ^ r\ 

et se rapportant au pôle Pi; Fautre Fa, ayant pour composantes 

2 ' ri 

Zj =: ktllds' -^ ;: 9 

1 ^ r\ 

et se rapportant au pôle P3. 



I 
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257. Des formules (27), on déduit 

aXi -+- ^Y, -+- cZ, = G, 

j;,X, + J, Y, -+-Z,Z, rz:o; 



] d'où Ton conclut que la force Fi est perpendiculaire au plan 

. qui passe par rélémenl rfs' et la droite OP,. On a d'ailleurs 

I 

I ■ v^x; + Yî + z; = - ^^^' ^]--(^^+by:+^)\ 



2 r, 



€t, par suite, 

(28) T,^Lffu.i'ds'^, 

ài désignant l'angle que fait l'élément ds^ avec la droite OP,. 
Ainsi la force F, varie en raison inverse du carré de la dislance 
du milieu de l'élément au pôle Pi. Il reste à trouver le sens 
de la force. Pour cela, faisons coïncider l'axe des z avec l'élé- 
tuenl de courant, et passer le plan zjparle pôle P,; nous 
aurons 

I 'V* 

«=6=rO, C = l, j;,=:0, Y,=Z,=:0, X,^::: IfuJ'ds'^' 

2 ' r- 

Un observateur placé sur Oz, c'est-à-dire sur l'élément de cou- 
wni, de manière que le courant entre par ses pieds et sorle 
par sa tête, et regardant le pôle P,, verra la force F, à sa 
^uche. 

De même, la force Fj est perpendiculaire au plan qui passe 
par l'élément de courant ds' et la droite OP2, et égale à 



1 , ., , , sm^^j 
- kixi ds — r- 

2 '^ ri 



9 



ij désignant l'angle de dsf avec OP2. Un observateur, placé 
comme précédemment, et regardant le pôle P2, verra cette 
force à sa droite. 

Ainsi, quand on aura à considérer l'action d'un solénoïde 
sur un élément de courant, on réduira le solénoïde à ses deux 
pôles P, et Pj, et on déterminera, comme nous l'avons expli- 
qué, les forces F, et F„ appliquées toutes deux au milieu 
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de l'élémenl; puis on prendra leur résultante R. Pour abréger 
le discours, on dit que ces forces F, et F2 sont les actions des 
pôles eux-mêmes sur Télément de courant ; la constante u. esi 
l'intensité de chaque pôle. 

258. Nous avons trouvé l'action d'un solénoîde sur un élé- 
ment de courant; il est évident que l'action de l'élément sur 
le solénoîde se réduit à une force égale et opposée — R, ap- 
pliquée aussi au point 0. On l'obtient en prenant la résultante 
des forces — Fi et — F,, et Ton dit que ces deux forces sont 
les actions de l'élément de courant sur les deux pôles. Ainsu 
l'action d'un élément de courant sur un pôje Pi est une force 
appliquée au milieu de l'élément, perpendiculaire au plan qui 
passe par l'élément et le pôle, et dirigée vers la droite d'un 
observateur placé sur le courant et regardant le pôle P|. L'ac- 
tion de l'élément de courant sur le pôle Pj est dirigée au con- 
traire vers la gauche. Le pôle Pi est un pôle boréal, le pôle P, 
un pôle austral. Les formules (26) et (27 ), changées de signe, 
donnent les composantes de ces forces, l'origine étant placée 
au milieu de l'élément. 



ACTION d'un courant FERMÉ SUR UN SOLÉNOÎDE. 

259. Considérons l'action d'un courant fermé sur un pôle 
boréal P, d'un solénoîde. Les axes des coordonnées étant pla- 
cés d'une manière quelconque, appelons ^1, 7-,, Zi les coor- 
données du pôle Pi, ^', j', z' celles du milieu d'un élémentrf^' 
du courant; l'action de cet élément sur le pôle Pi se réduit à 
une force appliquée au milieu de l'élément, et dont les com- 
posantes, en vertu des équations (26), ont des expressions de 
la forme 

X, = - i /r^/'rf,' ^liiZlil^L^irLIZZl). 
Si l'on place l'origine des coordonnées au pôle, ces exprès- 
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sioDs se simplifient el deviennent 

X, — - ktii'ds' — 9 

I . .. , . ex' — az' 



Y, = ^k{j.i'ds' 



2 • r* 

Nous allons démontrer d'abord que touies les forces appli- 
quées aux milieux des différents éléments du conducteur fermé 
admettent une résultante passant par le point Pi. Il suftit que 
la somme des moments de toutes ces forces par rapport à 
chacun des trois axes soit nulle. Nous remarquons que les 
cosinus a, 6, c des angles que fait l'élément ds' avec les axes 

. dx' dr' dz' _ 
sont égaux respectivement a -^î -—79 -7-7 • La somme des 

moments par rapport à Taxe des 2 est 

^ 1 j^ -, r x{x'dz'-z'dx')+y'{y'dz'-z'dy' ) 
— 1 A- •' r r'dz'—z '{ x^x' -h y'dy'-hz'dz') 
I , ., frdz' — z'dr i , ., T , z' 

= Z ^l^'J 7^ =l^!''jd7 

Lorsque le conducteur est fermé, cette somme est nulle. 

260. Calculons maintenant celte résultante. Ses projections 
sur les trois axes des coordonnées sont 



(29) \Y^\ki>.i'J 



r' 
x'dz' — z'dx' 
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Ces intégrales ont ]a même forme, au signe près, que les 

intégrales A, B, C qui nous ont servi à trouver l'action d'un ] 

courant fermé sur un élément de courant (n°2W); il suffilde 

k 
remplacer dans ces dernières cp(r) par sa valeur — • 



^ ] 



Nous pouvons aussi transformer ces intégrales simples en 
Intégrales doubles. Imaginons une surface limitée au courant 
fermé; appelons j;', j', z' les coordonnées d'un point quel- 
conque de cette surface, a, p, y les cosinus des angles que fait 
la normale à la surface en ce point avec les axes des coordon- 
nées, la normale étant menée dans une direction telle, qu'un 
observateur placé sur cette normale, les pieds sur la surface, 
voie le courant tourner de droite à gauche; appelons enfin p 
la distance de Torigine au plan tangent et d(ù' un élément de 
la surface; nous aurons alors, en appliquant la formule (20) 
du n"252, et changeant les signes, 

(3o) ]y==^^./'2(V^)''«'' 



Ainsi l'action d'un courant fermé sur un pôle boréal Pi d'un 
solénoYde se réduit à une force appliquée au point P„ et dont 
les composantes sont exprimées par les formules (29) ou(3o). 
L'action du courant sur le pôle austral F, se réduit de même 
à une force appliquée en P„ et pour avoir ses composantes, 
il suffit de changer le signe de [i dans les formules précé- 
dentes, l'origine étant supposée placée en Pj. Cela signifie en 
réalité que l'action d'un courant fermé sur un solénoïde se 
compose de deux forces appliquées, l'une au pôle P,, l'autre 
au pôle P2. 

Lorsque le courant fermé est infiniment petit , les for- 
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mules (3o) deviennent 



(3i) 



I , ., J oc Zpx' \ 



3i3 



•mir 



r- 



ACTION d'un SOLÉNOYdE SUR UN SOLÉNOÏDE. 

261. Considérons un second solénoïde F, F, [Jig, 76), formé 
de courants fermés infiniment petits d'aire w' et d'intensité /'; 

Fig. 76. 



^ 



. ■<'\ 



p. 




l'action de chacun de ces courants fermés sur le pôle Pi du pre- 
mier solénoïde se réduisant, comme nous l'avons vu, à une 
force appliquée en P, et donnée par les formules (3i), l'action 
du second solénoïde sur ce même pôle se réduira aussi à une 
force unique appliquée en Pi ; comme il y a sur chaque élé- 
ment dd' de la courbe directrice P',P'j un nombre de petits 

rfc' 
courants marqués par -—j-» g' étant la dislance de deux cou- 

rants consécutifs, les composantes de cette force seront de la 
forme 

Les lettres a, (3, y désignent ici les cosinus des angles que 



3l4 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IX. 

fait la tangente à la courbe P', P^ avec les axes des coordonnées, 
et p la perpendiculaire Pi L' abaissée de l'origine P, sur le plao 
du courant. Mais on a 

dx' p dr 



On pose d'ailleurs 

i'i 



i'tù' 



g 



fx' étant l'intensité du second solénoïde. 
La formule précédente devient ainsi 

V ' y / r/dx' 3x'dr\ 

D'après cela, l'action du second solénoïde sur le pôle boréal Pr 
du premier est une force appliquée en P, et ayant pour com- 
posantes 

262. On peutTegarder celte force comme étant la résultante 
de deux forces appliquées en P, et ayant pour composantes, 
l'une 

2 ^ ^ r] 2 ^^ ri 2 ^ ^ ri 
l'autre 



La première, dont l'intensité est — ? est dirigée suivant la 

droite P, P*, {Jig, 77 ) ; elle est attractive et varie en raison inverse 



SUITE DE l'électrodtnaiiique« 3i5 

du carré de la distance PiF^. La seconde, dont Finlensité esl 

— - — 1 est dirigée suivant le prolongement de la droite F, P, ; 

' elle est répulsive et varie aussi en raison inverse du oarvré de 
la distance P, F,. 

Fig- 77- 




Pour avoir l'action du second solénoïde sur le pôle austral Pj 
du premier, il suffira, dans les formules précédentes, de chan- 
ger le signe de [i et de supposer que l'origine est placée en Pj; 
cette action se composera donc de deux forces appliquées en 
p2. Tune répulsive suivant P2 V\ , l'autre attractive suivant P, P', . 

Tout se passe comme si, les solénoïdes étant réduits à 
leurs extrémités, c'est-à-dire à leurs pôles, ces pôles s'atti- 
raient ou se repoussaient proportionnellement au produit de 
leurs intensités et en raison inverse du carré de la dislance. 
On dira que deux pôles de même nom se repoussent et que 
deux pôles de noms contraires s'attirent. 

THÉORIE DU MAGNÉTISME d'aMPÉRE. 

263. L'analogie si frappante qui existe entre les propriétés 
des solénoïdes et celles des aimants a conduit Ampère à pen- 
ser que les phénomènes magnétiques sont produits pjr des 
courants électriques. Il a assimilé les aimants à des solénoïdes, 
et il a fait rentrer ainsi le magnétisme dans l'électricité. 

Remarquonsquel'actiond'uncourantélémentaireestlamême 
<lue celle d'un solénoïde infiniment petit />, p^ normal au plan 



f 
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du courant (fig, 78). En effet, soit / la longueur très-pelilepifti , 
on peut remplacer le courant élémentaire proposé, donll'in^ 

Fig. 78. 

r.;. 



-'r. 






tensilé est i, par n courants élémentaires égaux entre eux, 



I 



d'intensité - -> disposés perpendiculairement à la droite /?i /?î, à 
la distance g- = - les uns des autres; ces n courants forment 



n 

10) 



un solénoïde dont l'intensité est 11= -j-- Ainsi, dans les idées 

d'Ampère, une molécule magnétique est une molécule autour 
de laquelle circule un courant électrique élémentaire, et l'ai- 
mantation consiste dans la production ou simplement dans 
l'orientation de ces courants élémentaires. 

264-. On peut, au contraire, substituer des aimants aux cou- 
rants, et remplacer ainsi les forces électriques par des forces 
s'exerça.nt entre des points déterminés et variant suivant la loi 
de Newton. Considérons, en effet, un courant fermé quelcon- 
que, d'intensité i. Imaginons, comme nous l'avons fait précé- 
demment, une surface limitée au couranl(^g-. 79); décomposons 




cette surface en plusieurs parties, et supposons que le conloui 
de chaque partie soit parcouru par un courant d'intensité 1, dam 
un sens tel, qu'un observateur voie tous les courants tourne 
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même sens. Chaque ligne intérieure appartient à deux 
s contigus et est parcourue en sens contraires par les 
5 relatifs à ces deux contours. Il en résulte que les ac- 
toutes les portions intérieures se détruisent deux à 
1 ne reste que les portions extérieures «6, 6c, crf, da, 
es forment le courant proposé. D'après cela, si l'on 
la surface décomposée en une infinité de parties in- 
L petites rfw, on pourra remplacer le courant proposé 
infinité de courants élémentaires iV/oa; or à chacun de 
ts courants on peut substituer un petit aimant pxfz 

k l'élément de surface et d'une intensité égale à —j- • 

du point /?i forme une surface magnétique boréale, le 
point Pi une surface magnétique australe ; / est la dis- 
;s deux surfaces, et sur chacune d'elles l'intensité ma- 

e, rapportée à l'unité de surface, est y Le courant sera 

Tiplacé par deux surfaces magnétiques, l'une boréale, 
lustrale, infiniment rapprochées et limitées au courant, 
manière de ramener les forces électrodynamiques à 
3es magnétiques ne paraît avoir aucune importance 
lie; mais elle peut avoir une certaine utilité, parce que> 
lières étant des forces centrales, c'est-à-dire des forces 
t de points fixes, on peut leur appliquer immédiate- 
méthode du potentiel. 

SIMPLIFICATION DE LA FORMULE d' AMPÈRE. 

Reprenons la formule d'Ampère (n® 255) 

F=: cose COS0 COS0' j 

me l'action mutuelle de deux éléments ds et ds' des 
S. Nous déterminons les positions des milieux M et M' 
X éléments par les arcs s et s' comptés à partir de deux 
îxes et 0' sur les conducteurs (^gf. 8o). La distance r 
IX points M et M' est alors une fonction des deux va- 
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riables indépendantes * el 5',el nous avons démontré (n**2 

Fig. 80. 







/ 

/ 



/ 

f 

/ 







les relations suivantes ; 



COS0 = r-î COS0'r=— -— -, 

cose = — ^ ^-7 — 1^ 



on eu déduit 

cose cosy cos0=- c— ^— ; — rr——,- 

La quantité v'r ou r^ est aussi une fonction des deux 
blés indépendantes s el s\ et Ton a 

<) \/'r _ i - 2 () r 

d'où 

,— '2 r - — — p ^ 

et, par suite, 

3 . ., I ysTr 

cose cos0cos0' = — ir^ ^ ^ r 

La formule {a) se réduit ainsi à la forme plus simple 

7.hii' dsds' 'b'^sjr 



(a') F=- 



fr 



Is^s" 
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^csl celte forme que nous emploierons pour le calcul du 
travail. 

TRAYAIL ENTRE DEUX COURANTS FERMÉS. 

266. Considérons deux conducteurs fermés G et C parcourus 
par des courants d'intensité / et i' ; par suite de la déformation 
ou du déplacement relatif des conducteurs, la distance r de 
deux points déterminés M et M' de ces conducteurs varie avec 
le temps. On doit donc regarder r comme une fonction d'une 
troisième variable indépendante /. La variation de la distance 
MM' dans le temps infiniment petit dt^ par suite de la mobi- 

lilé des conducteurs, sera r- dt^ et le travail élémentaire de 

V t 

la force F qui s'exerce entre les éléments ds et ds' des con- 
ducteurs aura pour expression 

— F r- rf/ = :ikii'dsds' -= ^dt c-^j 

ou, plus simplement, 

^kii'dsds'l}!! ^2}/Ldt. 

Le travail pendant le temps dt de toutes les forces qui s'exer- 
cent entre les deux conducteurs sera donné par la formule 

(3) d^^^kii'dlfp-^'^^dsdA 

b double intégration s'étendant à toute la longueur des deux 
conducteurs. 
Nous allons transformer cette expression. En intégrant par 
Wies, on a 

j D/ D5D5' V^^ ^«' A. J ^^' ^'^* *' 



i €/t -=: ^/ : • £f: I -^ ^-^ 



l>. « 



^ — ii-/ i :£^: ( — - — — 



* •« 



'^h. nun» lit: lutrui^ pw *5yiii*atif 



^ ^ X i X 7jI i 

£ti >jvuft«N4 ';*« ibm vsfavamva& et Temargiian: gut 






>^ 7 .>-. 7 .-. i* 7* 



Wl» \jff%i\n^ len 4^.ux eondactears sont ifcrmés^ ks 
pfHtitUtri^ ir4rt\H% du ^n^xouA membre sont DoJlks, •et !Lj 
nmUt \tfh:H(\iinUt f^t réduit â 



- a/^/v^/j J !iii_^rf,A', 



CiiiUi quantité W est une fonction de /. Si chacun des 
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ducteurs conserve une longueur invariable, les limites de 
l'intégrale double étant des constantes, on a 

et, par suite, 

(37) d^ = ii'^dt = ii'dyv. 

La quantité W peut être mise sous une autre forme; on a 
d'abord 

(a') ^ =t j p^îî^ dsds' . 

On peut écrire encore 

en intégrant par parties, et tenant compte de la relation (6) 
du n" 2H, on a 

ii en résulte 

(«-) w^flfp^dsds'. 

Cette quantité W est ce que M. Helmholtz appelle le poten- 
tiel relatif à l'action mutuelle de deux courants d'intensité i-, 
parcourant les conducteurs, dans des sens déterminés. Si Ton 
change le sens de Tun des courants, coss changeant de signe, 
la valeur de W change elle-même de signe. 
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TRAVAIL ENTRE UN AIMANT ET UN GOURANT FERMÉ. 

268. Cherchons d'abord le travail des forces qui s' exercent 
entre un courant fermé et un pôle d'un solénoîde ou d'un 
aimant. Nous avons vu (n''260) que l'action d'un courant fermé 
sur un pôle boréal se réduit à une résultante unique appliquée 
au pôle; les formules (29) ou (3o) donnent les composantes 
de cette force, lorsque l'origine est au pôle. L'origine occu- 
pant une position quelconque, si l'on appelle x, j, z les coor- 
données du pôle, les formules (3o) deviennent 

Comme on a d'ailleurs 

p = a(jc' — j?) -4- ^ix' — r ) -4- y {z' — z), 



dA 



elles se réduisent à 



^- . , 



Si l'on pose 

(P) 

on a enfin 



J J ^x 



2 ./ ./ ÔX 



_k cfpd 



6) 



^ ^x ^x ^^ 

Le travail des forces résultant de l'action mutuelle du cou- 
rant et du pôle, dépendant du déplacement relatif du pôle el 
du conducteur, on peut supposer le conducteur fixe et le pôle 
seul mobile. Il suffit alors de prendre le travail de la force qui 
agit sur le pôle; ce travail est 

(38) rf6 = — jut/rfV. 

Lorsque le pôle est austral, on change le signe de /x. 
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369. La fonction Y a ici une signification géométrique très- 
simple : du pôle P, comme centre, avec un rayon égal à 
l'unité, décrivons une sphère et considérons la portion £i dé- 
tachée sur la surface de cette sphère par le cône qui a son' 
sommet en Pi et pour directrice le conducteur fermé. Soit M 
on point quelconque de la surface S limitée au courant fermé, 
UN la normale en ce point, menée dans un sens tel qu'un 
observateur placé sur cette normale voie le courant tourner 
de droite à gauche; la lettre p désigne la longueur de la per- 
pendiculaire Pi L abaissée du point Pi sur le plan tangent en M 
(jï&.Si); on a 

^ = cosMP, L = cosDMN. 
r 

Fig. 8i. 



M- 



A un élément ab ou rfw de la surface S correspond un élé- 
ment cd ou dû de la sphère dont le rayon est i et un élé- 
iDenta'6' ou r'rfû de la sphère dont le rayon est Pi M; mais 
l'élément a'V peut être regardé comme la projection de Télé- 
ment dtù sur le plan perpendiculaire à Pi M; on a donc 

WÛ=d.rf«X COSDMN =±Z^, 

r 



et, par suite» 



pdfji 



on prendra le signe -4- ou le signe —, suivant que la normale 
MN fait un angle aigu ou obtus avec le prolongement MD du 
rayon vecteur Pi M. 

21. 
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L'expression du potentiel devient ainsi 

Ainsi la fonction V est proportionnelle à l'ouverture du cône 
sous lequel du pôle on voit le courant. 

270. Considérons, en général, l'action d'un aimant sur un 
courant fermé. SI l'on cherche, comme précédemment, la 
fonction V relative à l'action de chacun des pôles élémentaires 
sur le courant fermé, et si l'on pose 

le travail des forces qui s'exercent entre le courant fermé ei 
l'aimant aura pour expression 

(39) d^ = idW. 

Ceci résulte d'ailleurs immédiatement d'une remarque faite 
au n** 264-. Nous avons vu qu'on peut remplacer le couranl 
fermé par une surface magnétique; le calcul du travail est alors 
le même que s'il s'agissait de deux aimants. 
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CHAPITRE X. 

PHÉNOMÈNES D'INDUCTION. 

Formole de Weber. — Action mutuelle de deux courants d'intensités con- 
stantes dans des conducteurs fixes. — Action mutuelle de deux courants d'in- 
tensités variables dans des conducteurs fixes. — Induction d'un courant sur 
sur lui-même par le changement d'intensité. — Induction entre deux cou • 
rants par le changement d'intensité. — Action mutuelle de deux courants 
dans des conducteurs mobiles. — Induction d'un courant sur lui-même par 
le changement de forme du conducteur. — Induction entre deux courants 
par le mouvement des conducteurs. — Machines électromotrices et machines 
inverses. 



FORMULE I)E WEBER. 



271. Nous avons étudié deux catégories principales de phé- 
nomènes électriques : les phénomènes d'électricité statique 
qui sont régis par la loi de Coulomb 



(<•) 



mm! 



r' 



61 les phénomènes électrodynamiques qui sont compris dans 

h loi d'Ampère (n«265) 

|i. ihii'dsds' "b^^fr 

la première donne Faction mutuelle de deux masses élec- 
^ues m et m' au repos, la seconde celle de deux éléments 
Recourant. M. Weber est parvenu à réunir ces deux lois dans 
'ïne loi plus générale, comprenant les deux catégories de 
phénomènes; il admet que Faction mutuelle de deux masses 
électriques n'est pas la même quand ces masses sont en mou- 
vement que lorsqu'elles sont en repos, et il a trouvé que cette 
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action est représentée par ]a formule 

On reconnaît immédiatement que cette formule comprenrf 
celle de Coulomb, puisque, lorsque les masses électriques 
sont au repos, le second terme est nul. Nous verrons qu'elle 
comprend aussi celle d'Ampère. M. Weber raisonne dans 
riiypothèse des deux fluides; dans cet ordre d'idées, on re- 
garde un courant d'intensité i comme formé de deux courants 
d'électricités contraires, marchant dans des sens opposés avec 

la même vitesse Uy et ayant chacun une intensité égale à-* 

Si Ton appelle ût) la section très-petite du conducteur etpla 
densité des fluides électriques, la quantité de chacun des 
fluides qui traverse la section du fil dans l'unité de temps est 
ptùUy et l'on a, pour chacun des courants, 

I 

- = pWM, 

et, par suite, 

Un élément ds du conducteur contient des masses égales H-/^ 
et — m de fluide positif et de fluide négatif, et l'on a 

m = ptùds, 
et, par suite, 

(i) imu = ids. 

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS d'iNTENSITÉS CONSTANTES 

DANS DES CONDUCTEURS FIXES. 

272. Considérons deux courants d'intensités constantes / ei' 
ï' dans des conducteurs fixes G et C, et supposons d'abord 
que les aires w et &>' des sections soient constantes; les vi- 
tesses u et m' de l'électricité sont alors constantes le long 
de chacun d'eux. La position d'une masse m de fluide positif 
se mouvant sur le premier conducteur, avec la vitesse «, dans 
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lesensde la flèche, est déterminée à chaque instant par Tare 5 
compté à partir d'un point flxe sur le conducteur (^îg*. 82). 

Fig. 82. 

M 




De même, la position d'une masse m! de fluide positif se mou- 
vant sur le second conducteur, avec la vitesse u\ dans le sens 
de la flèche, est déterminée à chaque instant par l'arc s' compté 
à partir d'un point fixe 0' sur ce conducteur. On doit donc 
regarder 5 et ^ comme des fonctions du temps, et l'on a 



ds ds' 

5? = "' -di="' 

La distance r des deux masses en mouvement est une fonc- 
tion des arcs s et s', et par conséquent une fonction du tempsi. 

lien est de même de la quantité v^. On a donc, en différend- 
liant une première fois cette fonction composée, 

, d^r^Ti^frds .^\Rds'_Ji^/b>fr 

Les dérivées partielles ^î yt sont elles-mêmes des fonc- 
tions de $ et sfy et par conséquent des fonctions de /; on aura 
donc, en différentiant une seconde fois, 

^fr _ (yjrds D^y/ir ds'\ J ^'sTr ds l'sjr ds'\ 
dt* ^"\D5' rf/"^D5:)5' dt )'^^\!^s:}s' dt'^J^ dtj' 

* ^ dt* D^* Tis^s' ^5'^ 
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En remplaçant -t— par sa valeur dans la formule de Weber, 

on obtient l'action exercée par la masse -f- m sur la masse 
-4- m', 

Pour avoir Faction exercée par la masse — m sur la masse 
-h m', il suffit de changer, dans Texpression précédente, le 
signe de m et aussi celui de u; car la masse — m marche en 
sens inverse et par conséquent avec la vitesse — 1«; on a ainsi, 
pour cette seconde action, 



mm 






En ajoutant ces deux forces, on a l'action exercée sur la 
masse H- m' par l'ensemble des deux masses -i-/n et — w 
contenues dans un même élément fi^s du conducteur C, savoir 

^kmm'uu' D'y/''. 

si Ton remplace 7,mu par i A, et si Ton représente cette ac- 

F 

tion par-j il vient 

F_ okm'u'ids D»\/r 

Pour avoir l'action exercée par l'ensemble des deux masses 
-4- m et —m sur la masse —m', il sufAt, dans l'expression 

précédente, de changer les signes de m' et de u'; on trouve 

F 

la même force - • La somme de ces deux forces 

ou 

„ 7.kii'dsds' ^sfr 

^7 ^s^s' 
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est raclîon exercée par rélémenl ds sur rélémenl ds'\ c'est 
précisément la force éleclrodynamique d'Ampère (6). 

273. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que chaque 
conducteur a une égale section dans toute sa longueur; si la 
section est inégale, il faudra regarder (ù comme une fonction 
de «; la vitesse u du courant ne sera pas la même aux diffé- 
rents points du conducteur, ce sera aussi une fonction de s. 
La vitesse u de la masse + m se mouvant dans le conducteur C 
sera donc variable, et l'on aura 

du du ds du ^ 

dt ds dt ds 

On aura de même sur l'autre conducteur 

du' , du* . 
dt • ds' 

Quand nous avons différentié l'expression (2) de~-i nous 

avons regardé u et u' comme des constantes; ces quantités 
étant maintenant des fonctions du temps, il faudra à l'expres- 
sion (3) de —j— ajouter les termes 

^^ du ^^ du' 



D5 dt ;)5' dt 
ou 

du ^J~r , du' î) Jr 



ds^s ds' ^s' 

Quand on considère l'action de H- m ou celle de — m sur 
4- m', ces termes additionnels restent les mêmes dans les pa- 
renthèses; comme le signe est changé en avant de la paren- 
thèse, ces termes disparaissent dans la somme (I). Ainsi Tiné- 

F 

galité de la section ne change pas la force ~ qui agit sur la 

masse •+- m' ou sur la masse — m', et par conséquent la force 
électrodynamique F reste la même. 
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F 
274. il est aisé de voir que l'ensemble des forces - qui 

agissent sur la niasse + m' ne modifie pas le mouvement de 
cette masse dans le conducteur C. En effet, la projection de 

F 

la force - sur la trajectoire est 



F ., F Dr 2A-m'a'/A Dr D's/r 

- COSO' = r-7 = 7= r-? r-—:, 

2 2 d#^ Jr os ^SôS 



= ^hmfu'jds -T-T c— r-> = ^km'u'ids 



d 



Ce) 



^s ^s^ï ^s 

La somme des projections de toutes les forces exercées par 
les différents éléments da courant fermé C sur la masse + m' 
est 

F 

Ainsi la résultante des forces - qui agissent sur la masse + m' 

est normale à la trajectoire, et par conséquent n'a pas d'in- 
fluence sur le mouvement de cette masse. De même pour la 
masse — m'. 

On en conclut aussi que le travail des forces F qui s'exer- 
cent entre deux courants d'intensités constantes, dans des 
conducteurs fixes, est nul. 

Les mêmes conclusions peuvent être appliquées à un cou- 
rant d'intensité constante agissant sur lui-même dans un con- 
ducteur de forme invariable. 

Les forces électrodynamiques F doivent être considérées 
comme appliquées aux divers éléments des conducteurs; pour 
maintenir ces conducteurs immobiles, il faut leur appliquer 
des forces extérieures qui fassent équilibre aux forces électro- 
dynamiques. 

La loi de Weber non-seulement comprend celles de Cou- 
lomb et d'Ampère; mais, comme nous allons voir, elle ex- 
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plique complètement les phénomènes d'induction dont la loi 
d'Ampère ne donnerait qu'une idée imparfaite et restreinte. 

ACTION MUTUELLE DE DEUX COURANTS d'iNTENSITÉS VARIABLES 

DANS DES CONDUCTEURS FIXES. 

275. Dans ce qui précède, nous avons supposé les intensités 
constantes et les conducteurs fixes; supposons maintenant 
que, les deux conducteurs C et C restant toujours fixes, les 
intensités i et i' des courants soient variables. L'intensité i 
étant variable avec le temps, la vitesse u en un même point 
du conducteur sera aussi variable avec le temps. D'ailleurs, si 
la section est inégale, au même instant elle ne sera pas la 
mènne aux différents points du conducteur; u sera donc une 
fonction de s et de /, et, si l'on considère le mouvement de la 
masse + m, on aura 

du ^u ds Dm 'du «) w 

rf/ ~~ ^5 rf/ "^ ^ "" " ^5 "*" y? * 

On aura de même, sur le second conducteur, 

du' , D m' Dm' 
dt Ds' ^ D/ 

Il faudra dans l'expression de —lyp ajouter les termes 

d\fr du ^sfr du' 



Ds dt D5' dt 



ou 



'd 



V^ / du du\ Ds/r / , Dm' Dm'\ 

ûrdi-^Ttj^wrïv^iT) 



9 



OU 



( yuWr ,Dm[^\ /Dy/rDM 
\^ds D5 "*"" Ds' D5' y "*" V ^s dt 



d\frdu* 
ds' . dt 



La première partie, celle qui se rapporte à l'inégalité de la 
section, disparaît du résultat, comme nous l'avons vu. Exami- 
nons l'autre partie qui se rapporte à la variation de l'intensité. 
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SI Ton considère les actions de -f- m el de — m sur -f- m', le 
terme ^r^ -r-r change de signe dans la parenthèse; le terme 

suivant -^ — ne change pas; le signe étant change en avant 

de la parenthèse, le dernier terme se détruit dans la somme, 
mais le précédent s'ajoute. Ainsi Tactlon de l'ensemble des 
deux masses -4- m et — m sur H- m' est 

F __ ^kmm'uu' l^^r ikmm' "bsjr Dw 

L'action des deux masses -f- m et — m sur — m' est 
F^„ ^kmm'uu' D'v^ ikmm! 'b^r'bu 

276. Nous supposerons dans ce qui suit que la densité p 
du fluide reste constante, et par conséquent que la variation 
d'intensité correspond à une variation de la vitesse du fluide. 
De la relation i= iptùu (n**271), on déduit 

di D« , di 

ikm'u'ids 'è^yfr 
km' ds 'às[r di 





^U I 




d/ 2pek) 


et l'on a 




(I) 


F_ 

2 



(II) E = - 



^ ^s dt 



Ainsi l'élément ds du premier courant exerce sur la masse 

F 

H- m' une action égale à la somme des deux forces - et E, et 

F 

sur la masse — m' une action égale à leur différence E. 

2 

La somme de ces deux actions est la force élecirodynamlqueF 
qui s'exerce entre les deux éléments ds et ds'\ la variation de 
l'Intensité ne change pas l'expression de celte force. 
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F 

Nous avons vu que la résultante des forces - qui agissent 

sur ■+- m' ou sur — m' est normale à la trajectoire, et par con- 
séquent n'a aucune influence sur le mouvement de ces masses; 
elle produit simplement une pression contre le conducteur 
ou Tenveloppe isolante, et constitue ce qu'on appelle \^ force 
électrodynamique y que Ton considère comme appliquée au 
conducteur. Il n'en est pas de même des forces -f- E qui agis- 
sent sur 4- m', et des forces — E qui agissent sur — m'\ elles 
admettent des résultantes égales et opposées qui ne sont pas 
normales à la trajectoire ; elles tendent donc à faire mouvoir 
les deux masses dans des sens opposés, et par conséquent 
constituent ce qu'on appelle wïïq force électromotrice, 

277. Calculons le travail de ces forces E. Le travail pendant 
le temps dt de la force E qui agit sur la masse -\- m' en mou- 
vement est 

T. fM . , j, km'u'dsdt , ^, di 

EcosO' X u' dt = cos9cos0'-r- 

ar dt 

Le travail de leur résultante est 

ff , I ^i j. rcos0cos9' , 

m u' -r dt I ds. 

2 dt J r 

Le travail des forces — E qui agissent sur la masse — m' est 
égal et de même signe; le travail des forces ±E qui agissent 
sur les deux masses -f- m' et — m' contenues dans l'élément ds' 

est donc 

/ , idi , /*cos0cos0' , 

— km'u-rdt \ ds, 

dt J r 

ou 

ff u If di . rcosQcosO^ , 

i ds' -r: dt I ds. 

2 dt J r 

Pour l'ensemble des masses électriques en mouvement dans 
le conducteur C, le travail a pour valeur 

(4) _ '1 i'diff'-^^dsds'=- Wi'di, 

W étant le potentiel relatif à l'action mutuelle de deux cou- 
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ranls d'intensité i parcourant les deux conducteurs (n°^ 

Tel est le travail des forces E qui agissent sur le courant C; *^^ 

ce travail résulte de la variation d'intensité du courant C. 

Le travail des mêmes forces agissant sur le courant C est 
— W/rfi'; il résulte de la variation d'intensité du courant C. 
Le travail de l'action mutuelle des deux courants, ou la somme 
des deux travaux précédents, est donc — Wrf(ii'). 

278. Les mêmes considérations peuvent être appliquées à 
l'action qu'un courant variable dans un conducteur fîxe exerce 
sur lui-même; il suffit de supposer que les deux courants, 
dont nous avons calculé l'action mutuelle, deviennent égaux 
et coïncident. Le travail des forces £, provenant de l'action 
du courant C sur le courant C, est — Wirfi; mais il faut re- 
marquer que, dans l'intégrale W, chaque couple d'éléments a 
et b est comptée deux fois : une première fois, quand on re- 
garde a comme appartenant au premier conducteur, b au se- 
cond; une deuxième fois, quand on regarde b comme appar- 
tenant au premier conducteur, a au second. Si l'on pose 

,^, fc "^ry COs9cos9' j j, 
(5) ^=2 2- r ' 

en ayant soin de ne prendre qu'une fois chaque couple d'élé- 
ments, on aura W = iw, et le travail que le courant exerce 
surlui-mème aura pour expression — 2.widi ou — d{i^w), 

La quantité l'w est ce que nous appellerons Y énergie po- 
tentielle du courant: c'est la quantité de travail que déve- 
loppe le courant, quand, abandonné à lui-même, son inten- 
sité diminue jusqu'à zéro. Inversement, pour produire un 
courant donné, il faut dépenser une quantité de iravail ou 
d'action chimique égale à l'énergie potentielle du courant. 

Il résulte de la nature des choses que le potentiel w d'un 
courant sur lui-même est une quantité positive. C'est ce 
qu'on vérifie immédiatement lorsque le condenseur est cir- 
culaire; car, dans ce cas, pour chaque couple d'éléments, 
les deux angles d et 6' sont égaux. 

De même l'énergie potentielle du système de deux cou- 
rants est i^w -h V^w' -4- lï'W. 
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INDUCTION d'un COURANT SUR LUI-MÊME PAR LE CHANGEMENT 

d'intensité. 

279. Supposons que dans un conducteur fermé immobile soit 
viterposée une pile variable. L'énergie fournie parla pile pen- 
lant le temps dt est naEqidt (n® 236), ou plus simplement 
Bidtf si l'on représente par H la quantité naEq; le travail 
les forces intérieures est — rf ( i^w); le travail des forces exté- 
rieures qui maintiennent le conducteur immobile est nul. Le 
Ihéorème des forces vives donne l'équation 

6) rfA 4- li'dt = nidt^ d[i^w), 

ians laquelle le premier terme représente l'accroissement de 
la force vive des masses électriques, le second l'énergie ca- 
lorifique communiquée aux molécules pondérables, de sorte 
i|ue le premier membre est l'accroissement de la force vive 
de tout le système. Si nous négligeons, comme nous l'avons 
fait jusqu'à présent, la force vive des masses électriques, l'é- 
quation devient 

elle signifie que l'action chimique de la pile est égale à l'éner- 
gie calorifique dégagée sur le conducteur, plus l'accroisse- 
ment d'énergie potentielle du courant. 

Si l'on intègre depuis le moment où le courant commence 
jusqu'à celui où il finit, on a 



Cuidtz= Çli^dt; 



Taction chimique de la pile est égale à l'énergie calorifique 
dégagée sur le conducteur. 

280. De l'équation ( 7 ) on déduit 
;ox . H 2(v di 
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Lorsque la pile est constante, l'intensité du courant est 

H 

'' = !• 

On reconnaît sur l'équation (8) que, si H augmente,^/ aug- 
mente aussi, tout en restant inférieure à i,, et que si H dimi- 
nue, I diminue aussi, tout en restant supérieure à ii. 

Posons, pour abréger, -z-- = a; Téqualion (8) devient 

di 

et l'intégrale, développée en série, est 
, , . . dix ^ d^ix 

(9) '=''-«^-*-^777ï--- 

INDUCTION ENTRE DEUX COURANTS PAR LE CHANGEMENT d'iNTENSITË. 

281. Considérons maintenant deux conducteurs fermés C 
et (7 immobiles, dans lesquels soient interposées des piles 
variables H et H'. Appelons w et w' les potentiels des conduc- 
teurs sur eux-mêmes, et W le potentiel relatif à leur action 
mutuelle. Le travail des forces extérieures qui maintiennent ; 
immobiles les conducteurs est nul. L-î travail des forces élec- .;: 
triques qui s'exercent sur le premier courant est : 

-£/(i^v)-Wirf/'; 
celui des forces qui s'exercent sur le second courant est 

■ I 

-d{i"w') — Wi'dL 

Le théorème des forces vives donne les deux équations 

rfA 4- X 1^ rf/ = H ï dt - d{i' w )- Wi dV, a 

dk'-¥Wdt = YL'i'dt-d[i'^w')-yVi'di, e 

ou, en négligeant les forces vives des masses électriques, 

( Eidt = 'ki'dt-hd{i'iv)'i-Widi\ ' 

^'""^ 1 lVi'dt = l'i'^dt + d[i''w)+y^Vdi, 
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£n ajoutant ces deux équations membre à membre, on ob- 
tient l'équation 

, \ Uidl-hWi'dt 

'^'^ / r=xi»rf^-f-X'r^rf/-4-rf(i^(v-f-i'»«/-f-irw), 

que Ton pouvait écrire à priori; elle signifie que la somme 
des actions chimiques des piles est égale à l'énergie calori- 
fique dégagée sur les conducteurs, plus l'accroissement de 
l'énergie poienttelledu système. Si l'on intègre depuis le mo- 
ment où les cirants commencent jusqu'à celui où ils fi- 
nissent, on reconnaît que l'action chimique des piles est égale 
à l'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs. 

282. Des équations (lo) on déduit 

, . . 2w di W di^ 

r "~'' ""T di ""T rfF' 

' „ VLw' di' W di 



\ 



'"■'' 1: di V dt' 



il et i\ 



, H H' 
représentant y et -yr • 



Quand les piles sont constantes, les intensités des courants 
sont constantes et égales à i, et à /',. Lorsque les piles sont 
variables, les intensités i et e' diffèrent de /, et i\ ; mais l'effet 
de Tinduction est complexe. En intégrant par séries, on a 



2iv dit W di'. 



/ ,, , l dt l dt 

., ., iw' di ^ W du 

' -''^iT'dr^Y it ■^•' ' 

Afin de mieux saisir la loi du phénomène, bornons-nous au 
îas où il n'y a pas de pile interposée dans le second conduc- 
eur; les équations (12) se réduisent à 

/ . . 2w di W di' 

.,__2(v' di^_^d[ 

f ' -kt ri* -kl rit^ 



1' dt V dt 

22 
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et leurs intégrales à 



* ~ l' dt 

(«5) { ;. 

Pour évaluer W, on a pris dans le conducteur C le sens même 
du courant i; supposons qu'on ait pris dans C un sens tel 
que W ait une valeur positive. Les équatipns précédentes 
montrent qu'une diminution d'intensité dans le courant i fait 
naître dans le conducteur C un courant de même sens que 
celui qui rend W positif, et qu'une augmentation fait nattre un 
courant de sens contraire. Dès que le courant inducteur i de- 
vient constant, i' devient nulle et le courant induit cesse 
d'exister. 

ACTION MUTUELLE DE DEUX GOURANTS DANS DES CONDUCTEURS 

MOBILES. 

283. Nous avons cherché l'action mutuelle de deux cou- 
rants d'intensités variables dans des conducteurs fixes; nous 
allons maintenant traiter le cas général, et supposer les con- 
ducteurs mobiles. Le mouvement de la masse électrique -l- m 
dans le conducteur C est défini parTéquation 5==/(^)(n*'272); 
de même le mouvement de la masse électrique -\- m' est défini 
par l'équatioin *'=/• ( 0» et l'on a 

ds , ds' 

"=dr '' = -dt- 

Lorsque les conducteurs sont fixes, la distance r de deux 
points M et M' de ces conducteurs est une fonction des deux 
variables indépendantes 5 et 5' ; si les conducteurs sont mo- 
biles, cette distance est en outre une fonction du temps, et 
Ton a r= ^(5, 5', /). Cette fonction des trois variables indé- 
pendantes 5, s\ t est telle que, si l'on attribue à / une valeur 
constante, la fonction 9(5, 5', t) des deux variables indépen- 
dantes s et s' représente à cet instant la distance de deux points 
quelconques M et M' des conducteurs. La même fonction 
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rz=c^(s, s', t) représentera aussi la distance des deux masses 
électriques -4- m et -h m', se mouvant sur ces conducteurs 
mobiles, si Ton y regarde s et s' comme des fonctions du 

temps 

,=/(/), s'=f,(t). 

On aura de même 



C'est à ce point de vue qu'il faut se placer pour*appUquer la 
formule de Weber. 

284. En différentiant une première fois, on a 

rf \/r ^\fr ds ^\/r ds' ^^r 

ou 

dt ^s ^s ^t 

Chacune des dérivées partielles -^ ? rr-r^ -^ de la fonction 

D5 05' M 

^z= \^(s, s', ^) doit aussi être considérée comme une fonc- 
tion des trois quantités s, s'y t. On aura donc, en différen- 
tiant une seconde fois, 

dt^ —"VD*' dt'^ls^s! dt'^^sVt) 

.(^^sj'rds Ti^sl'r ds' ^' )/'r\ 

H- U I — 1 H — I 

\:>s':isdi ^ Dy» dt d^'d// 



f y sl'r ds 
V^D* dt 



:^t:is dt ^/D5' dt 
'b sfr du î) y/r du' 



ou 



D5 dt Is' dt 

d^ sTr _ { ,,^^' sTf , , ^'V^ 

dt^ 



\ Is^ bsbs' os'* ] 

\ D^D5 btbs' Dr / 

f^yfrdu D \fr du'\ 



aa* 
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Lorsque la section est inégale et l'intensité variable, m est une 
fonction de «et /, comme nous l'avons expliqué précédem- 
ment (n"273), et Ton a 

du ^ H ds ^ii ' ^u ^u du' , <) a' ^u' 

On a ainsi 



('7) 



I 2K - — h ÏM r — r— 7 H r 1 

\ ;)« ;)/ "^ bs' bt )' 



Quand on considère les actions réunies de -f- m et de — - m 

sur + m\ comme il faut changer le signe de m et celui de u, 

d"* J~r 
les seuls termes de . , qui subsistent dans le résultat sont 

dP ^ 

les trois termes 

- <) Vr b Jr 'à u <)' sfr 

ûsbs' bs bt btbs 

qui changent de signe avec u\ tous les autres se détruisent. 
On trouve ainsi que l'action des deux masses -4- m et — m, qui 
sont contenues dans l'élément ds^ sur -f- /w' est 

F ^ ^, ^kmm'uu' b^\/r ikmm' "bs/r^u 

h JCj H- b = = r — r— 7 = -r — - — 

2 ^ dsbs' ^r ^^ ^^ 

L'action des deux mêmes masses -4- m et — m sur ~ m' sera 
F -- ^, ^kmm'uu' b^^r nkmm' b^rbu 

— — Ei — tj =^ =■ r — r — 7 H = — r — r— 

2 Jp osûs Jr *^^ ^^ 

^kmm'u D* \//' 
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F 

On retrouve ainsi les deux forces - et ±E obtenues précé- 
demment (n"" 275), et la mobilité des conducteurs introduit 
une troisième force 

(II,) E'-=-^^^^*^-l^. 

La somme des actions exercées par Téiément ds sur les deux 
masses -f- m' et — m' contenues dans l'élément rf*' est tou- 
jours égale à F; c'est la force électrodynamique dont l'expres- 
sion reste la même. Nous avons maintenant deux forces élec- 
tromotrices : l'une diE due à la variation de l'intensité; l'autre 
diE' due au déplacement des conducteurs. 

285. Évaluons le travail des forces dans les conditions ac- 
tuelles. Appelons v et v* les vitesses des points M et M' des 
conducteurs, ^ l'angle de la vitesse v avec la direction MM', 
^' l'angle de la vitesse s/ avec la direction M'M (^îg'.SS). 

Fig. 83. 




La masse électrique -f- m a un double mouvement; elle se 
meut sur le conducteur C avec la vitesfe «, et participe au 
mouvement du conducteur qui l'entraîne avec lui; son dépla- 
cement pendant le temps dt est la résultante des deux dépla- 
cements MN = udty MP = vdt. Le déplacement de la masse 
— m est la résultante des deux déplacements —udt, vdt. 
Les masses électriques -+- m' et — m' ont de même un double 
mouvement : leur mouvement propre sur le conducteur C, 
et le mouvement du conducteur qui les entraîne avec lui; le 
déplacement de la masse + m' dans l'espace pendant le temps 
dt est la résultante des deux déplacements M'N' = i«'ûf/ et 
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1A'V'=v'dt; le déplacement de la masse —m' est la résul- 
tante des deux déplacements — u'dt et v'dt. 

Or on sait que le travail d*une force pour un déplacement 
résultant est égal à la somme des travaux relatifs aux dépla- 
cements composants. Nous avons vu (n® 274) que la résul- 

F 

tante des forces -> qui agissent sur la masse H- m', et qui pro- 

viennent des différents éléments du conducteur fermé C, est 
normale au conducteur C, et que, par conséquent, le travail 
de cette résultante pour le déplacement u'dt est nul; le travail 
pour le déplacement v'dt est égal à 



^ 7,kmu'iv'dt \ r— 7-7 



cos^»' 



J— ds. 



sir 



F 

La résultante des forces - qui agissent sur la masse — m', étant 

égale en grandeur et en direction, donne aussi un travail nul 
pour le déplacement — a'rf/, et le même travail pour le dé- 

F 

placement v'dt. De sorte que le travail des forces - qui agissent 

sur les deux masses -+- m' et — m', contenues dans l'élé- 
ment ds'j est 

F 

le travail des forces -> qui agissent sur toutes les masses élec- 
triques contenues dans le conducteur C, est donc 

Le travail des mêmes forces qui agissent sur toutes les 
masses électriques contenues dans le conducteur C est 

(■9) 0^fC = -,UV,,jJ'^'A„,. 

II est évident que la somme de ces deux travaux est le 
travail des forces électrodynamiques dans le système des 
deux conducteurs, travail dont nous avons trouvé la valeur 
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ii'dW au n*» 267. Cesl ce qu'il est d'ailleurs facile de vérifier; 
on a, en effet, 

V t 

el la somme des deux travaux précédents est identique à Tex- 
pression (33) du n®266. 

Les forces -+- E et — E qui agissent sur les masses -h m! ei 
— m' donnent, pour le déplacement v'dt, des travaux égaux et 
de sigfles contraires; on peut donc, dans l'évaluation du tra- 
vail de ces forces, faire abstraction du mouvement des con- 
ducteurs, et on est ramené au cas que nous avons traité au 
n® 277. Ainsi le travail, pendant le temps dt^ des forces dbE 
est— - Wi'rfi sur le courant C, —Widi' sur le courant C; en 
tout— Wrf(/i'). 

286. Les forces 4- E' et — - E' qui agissent sur les masses 4- m' 
et — m' donnent de même, pour le déplacement (>'rf^ des tra- 
vaux égaux et de signes contraires, et Ton peut encore faire 
abstraction du déplacement du conducteur C Le travail de la 
force E', qui agit sur la masse -4- m', pour le déplacement u'di, 

est 

nkm'uidtds ^r y^r 



E'cosô'X n'dt = 



^7. 



:>s' D/^5 



= Lkm u'idtds -^ r— r- • 



Le travail de leur résultante est 



ikm'u'idl I -^r-r r-rV" 
J ^s' dtds 



La résultante des forces — E', qui agissent sur — m', donne un 
travail égal et die même signe; de sorte que le travail des 
forces + E' et — E', qui agissent sur les deux masses ■+- m' 
et — m' contenues dans l'élément ds' , est 



Uni'dtds' I -^ <-k-d^' 

J ds otOS 



Le travail des forces ±:E', qui agissent sur toute l'étendue (* 
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courant C, est donc 
En intégrant par parties, on a 

J Dy D/;)5 J :)/ :)5Dy ' 

puisque les conducteurs sont fermés, et l'expression précé- 
dente devient 



si Ton compare cette expression à l'expression (33) du n*266, 
on voit que le travail des forces itE', qui agissent sur le cou- 
rant C, est égal au travail des forces électrodynamiques et de 
signe contraire; sa valeur est donc — ii'dW. Le travail des 
forces dbE' qui agissent sur le courant C a la même valeur 
- «l'rfW. 

Ainsi, le travail pendant le temps dt des forces que le cou- 
rant C exerce sur le courant C est 

(21) rfSFC — Wi Ji' - ii'dW = rfeFC ~ /rf(i' W ), 
celui des forces que le courant C exerce sur C est 

(22) d^¥C — Wi'di-^ii'dW = d^FC — i'd{iW). 

La somme de ces deux travaux, c'esl-à-dire le travail de Taclion 
mutuelle des deux courants, est 

(23) iiVW-irf(/'W)-zV(iW) = -.rf(ii'W). 

INDUCTION d'un COURANT SUR LUI-MÊME PAR LE CHANGEMENT 

DE FORME DU CONDUCTEUR. 

287. Les considérations précédentes peuv.enl être appliquées 
à l'action d'un courant sur lui-même, quand le conducteur 
change de forme, comme un fil flexible, tout en conservant 
une longueur constante, ou quand il est composé de plusieurs 
parties solides et mobiles les unes par rapport aux autres. 
Supposons, comme au n** 278, que les deux courants devien- 
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nenl égaux el coïncident, el remarquons que le travail de 
chaque couple d'éléments est compté deux fois; en rempla- 
* çant W par atv et divisant par 2, nous* aurons, pour le travail 
des forces électrodynamiques, i^dw, et, pour le travail de 
toutes les forces que le courant exerce sur lui-même, — d{ fiw). 
Nous conserverons toujours à la quantité i*iv le nom 6'énergie 
potentielle du courant. 

Les forces électrodynamiques doivent être regardées comme 
appliquées au conducteur; à ce conducteur sont appliquées 
aussi des forces extérieures. Le mouvement sensible du con- 
ducteur étant déterminé par les forces électrodynamiques et 
les forces extérieures, on a 

(24 ) rfB = i^dw 4- rfS ext., 

K désignant la force vive sensible du conducteur. D'autre part, 

si Ton considère l'ensemble du courant et du conducteur, 

on a 

rfB H- rfA + li'dt = YLidt — rf( i^w) -4- d^ ext., 

ou, en vertu de l'équation précédente, 

dk -hli'dt =Eidt — d{ i'w) — l'r/cr, 
et, en négligeant la force vive A des masses électriques, 
(25) ^idl = li'dt -4- d{i'w) -+- /'rftr. 

288. De l'équation (24) on déduit 

iWtv = dB— rfSext. 

Cette équation indique que le travail i^dw des forces électro- 
dynamiques est égal au travail extérieur accompli ou reçu 
par l'appareil, plus la variation de la force vive sensible du 
conducteur. Afin de simplifier les énoncés, nous compren- 
drons dans le travail extérieur cette variation de la force vive 
sensible, en la regardant comme un travail accompli ou reçu, 
suivant qu'elle est positive ou négative, et nous dirons, d'une 
manière générale, que le travail des forces électrodynamiques 
est égal au travail extérieur accompli ou reçu par l'appareil. 
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D'après cela, Téqualion (25) signifie que l'action chimique de 
la pile est égale à Ténergie calorifique dégagée sur le conduc- 
teur, plus l'accroissement d'énergie potentielle du courant, 
plus encore le travail extérieur accompli ou reçu. 
On en déduit 

(26) ,^,._____. 

On voit par là qu'une augmentation du potentiel w diminue 
l'intensité du courant, et que, au contraire, une diminution 
du potentiel augmente l'intensité du courant. En développant 
en série, on a 



(27) 



,r d{t\w) '} 

'" ' i dt '^i' dt 



INDUCTION ENTRE DEUX COURANTS PAR LE MOUVEMENT 

DES CONDUCTEURS. 

289. Pour préciser, nous supposerons que les deux con- 
ducteurs sont des corps de forme invariable, analogues à des 
corps solides, qui se déplacent l'un par rapport à l'autre. De 
ce mouvement relatif résultent, comme nous l'avons vu, des 
forces électromotrices dzE', qui modifient les intensités des 
courants produits par les piles H et H' interposées dans les 
conducteurs. Les forces électrodynamiques que les courants 
exercent l'un sur l'autre doivent toujours être regardées 
comme appliquées aux conducteurs; à ces conducteurs sont 
appliquées aussi des forces extérieures. Le mouvement sen- 
sible des corps solides G et C étant déterminé par les forces 
électrodynamiques et les forces extérieures qui lui sont appli- 
quées, on a 

rfB = rfSFC-h</©ext.C, 

rfB'=:rfSFC+û?Sext.C', 

et, par suite, 

rfB -4- rfB'= /l'rf W -4- dfo ext., 

le dernier terme désignant le travail des forces extérieures 
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qui agissent sur les deux conducteurs. On en déduit 

I l'rfW = dB-h rfB'— rfe exl. ; 

en comprenant dans le travail extérieur la variation de la force 
vive sensible, comme nous Tavons fait précédemment, nous 
dirons encore que le travail ii'dW des forces électrodyna- 
miques est égal au travail extérieur accompli ou reçu par 
Tappareil. 

Considérons maintenant le conducteur C et le courant i qui 
le parcourt; le théorème des forces vives, appliqué à l'en- 
semble, donne l'équation 

dB-hdk-^-li'dt 

= Uidt — d{i'iv) H- rfSFC — irf(/'W) -h rfeext.C. 

Le premier membre est la variation de la force vive totale, le 
second membre contient l'action chimique de la première 
pile, le travail du premier courant sur lui-même (n^âST), le 
travail du second sur le premier (n° 286), et enfin le travail 
des forces extérieures qui agissent sur le premier conducteur- 
En vertu de Tune des équations précédentes, cette équation 
se réduit à 

dk-h'ki'dt = mdt — d{i'w)--id{i'W), 
et, en négligeant la force vive des masses électriques, à 

(28) nidt = li'dt -f- d(iUv) -h id(i'W). 
On a de même, pour le second courant, 

(29) Wi'dt = l'i^dt -t- rf(/'»«;') -f- i'd(iW). 

En ajoutant ces deux équations membre à membre, on obtient 
réquation 

i nidt-^ Wi'dt 
^ ^U' ='ki^dt-h'k'i''dt-hd(i'W'hi''iv''hii'W)-hii'dW. 

Cette équation signifie que la somme des actions chimiques 
fournies par les piles est égale à Ténergie calorifique dégagée 
sur les conducteurs, plus l'accroissement de Ténergie poten- 
tielle du système, plus encore le travail extérieur accompli ou 
reçu. 
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290. Les potentiels w et w' des deux conducteurs solides 
étant constants, des deux équations (28) et (29) on déduit 

/-'• l dt l dt ' 

^^'^ ■ v__ y ^w' di' i d(iW) 

'■"'« W dt V dt ' 

H H' 

/, et r, représentant toujours y et -tt-- Afin de mettre en évi- 
dence ce second mode d'induction, nous supposerons les 
piles constantes. Quand il n'y a pas mouvement relatif, W 
étant constant, les intensités prennent les. valeurs constantes 
Il et /',. La même chose a lieu, lorsque l'appareil passe 
par une position pour laquelle le poteniiel W est maximum 

ou minimum; car, la dérivée — ,- devenant nulle, les équa- 

tions (3i) sont vérifiées par /= 1,, i' = i\, ^- = o, -^ = 0. 

Les intégrales des équations (3i), développées on séries, 
sont 

l dt 

., -, h dW 

L'induction des courants l'un sur l'autre diminue ou augmente 

les intensités des courants, suivant que le potentiel W aug- 

rfW 
mente ou diminue. L'effet est d'autant plus marqué que -tt- 

est plus grand en valeur absolue, c'est-à-dire que le mouve- 
ment est plus rapide. 

291. Dans le cas particulier où il n'y a pas de pile inter- 
posée dans le second conducteur, les équations (3i) se ré- 
duisent à 

l dt X dt 

^^^' J .,__2a/ di' I rf(iW) 

l ^ - X' dt X' dt ' 



l m /, ;^ — h • • • » 
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et leurs intégrales à 

i, rfW 



(34) 



\ X' 



dt 



-f- • • • 1 






2 XX' dr 

Supposons, comme au n** 282, que Ton ail déterminé le po^ 
lentiel W en prenant dans le conducteur C le sens du courant i, 
et dans le conducteur C un sens tel que le potentiel ait une 
valeur positive. On voil qu'une diminution du polentiei W 
fait naître dans le conducteur C un couranl de même sens, 
et qu'une augmentation fait naître un courant de sens con- 
traire. Une augmentation ou une diminution du potentiel pro- 
duit donc le même effet qu'une augmentation ou une diminu- 
tion dans l'intensité du courant inducteur (n"" 281). Ces lois 
ont été vérifiées par l'expérience. 

MACHINES ÉLECTROMOTRICES ET MACHINES INVERSES. 

292. L'appareil que nous venons d'étudier, et qui est formé 
de deux conducteurs mobiles, dans lesquels circulent des cou- 
rants I et i\ peut servir de machine motrice. Supposons que 
le mouvement des conducteurs soit périodique, comme cela 
a lieu dans la plupart des machines. La force vive sensible 
des conducteurs reprenant la même valeur, le travail des 
forces électrod)^namiques, pendant chaque période, est égal 
à celui des forces extérieures et de signe contraire. Pour éva- 
luer le potentiel W, nous imaginons deux courants d'inten- 
sité I, parcourant, l'un le conducteur C dans le sens même du 
courant /, l'autre le conducteur C dans un sens choisi à vo- 
lonté; il est évident que, pendant une période, le potentiel W 
passe par un minimum W, et par un maximum W,. Pour que 
la machine fonctionne utilement, il est nécessaire de changer 
alternativement lé signe de l'un des courants, par exemple du 
courant i'. Quand la machine va de la position du minimum 
à celle du maximum, rfW ayant une valeur positive, on fait 
marcher le courant i dans le conducteur C dans le sens choisi 
pour l'évaluation de W; de cette manière, i' devant être re- 
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gardée comme positive-, le travail /l'rfW des forces électro- 
dynamiques est positif. Mais, quand la machine va de la posi- 
tion du maximum à celle du minimum, dW ayant une valeur 
négative, on fait marcher le courant dans le conducteur C en 
sens inverse de la direction précédente ; i' devant alors être re- 
gardée comme négative, le travail ii'dW des forces électw)- 
dynamiques est encore positif. On rétablit le sens primitif du 
courant dans le conducteur C, et ainsi de suite. 

11 est évident que le changement de sens d'un courant s'o- 
père d'une manière continue, quoique dans un temps très- 
court, et par conséquent que son intensité /' devient nulle à 
chaque changement. Si Ton intègre l'équation (3o) pour une 
des phases du mouvement, on aura 

(35) C{Ui-hE'i')dt= C{'ki''hyi'')dt+ Cii'dW. 

Ainsi l'action chimique des piles, pendant chaque phase, est 
égale à l'énergie calorifique dégagée sur les conducteurs, plus 
le travail extérieur accompli. 

293. Une pile suffit pour faire fonctionner la machine. On 
peut, en effet, disposer l'appareil de manière que le même 
courant parcoure les deux conducteurs C et C, et que le sens 
du courant soit changé alternativement dans le conducteur C. 
Pendant la première phase du mouvement, on aura i'= /, et 
pendant la seconde, 1'= — /. L'équation (3o) donne, pour la 
première phase, 

(36) '-^- ;^^x' Tt^TTl'—dr' 
et, pour la seconde, 

(37) i-h 5[Trx^3"/"*')m'~dfi~' 

si l'on développe en série, en supposant la pile constante, on 
a la formule approchée 

• _ 2/. rfW 

(38) .=:l.^j^-j-^-^, 

le signe supérieur se rapportant à la première phase, le signe 

rfW 
inférieur à la seconde; mais, comme --^ est positif dans le 
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premier cas, négatif dans le second, rinlensilé /, variable pen- 
dant le jeu de la machine, est cortstamment moindre que Tin- 
tensité constante ii que produirait la pile si la machine était 
en repos, et elle est d'autant plus petite que la valeur absolue 

dW 
de — 1-- est plus grande, c'est là dire que la machine marche 

plus vite. 

L'équation (35), appliquée aux deux phases d'une période, 
donne 

T" 

Cii'dW=f /[H_(X + )/)/]^//; 

telle est la quantité d'action chimique transformée en travail, 
pendant la durée T d'une période. En désignant par im une 
valeur moyenne de i, cette quantité peut être mise sous la 

forme 

(X -4- X') /„.(/.-/.) T. 

Le travail pendant l'unité de temps est 

(X-+-X') /„(/,— i„); 
il est maximum lorsque le jeu de la machine est réglé de telle 
sorte que im= - • 

Le coefficient économique de la machine, ou le rapport de 
la quantité d'action chimique transformée en travail à la quan- 
tité totale dépensée par la pile, est 

J_ J_ _« [^ 

fuidt fuidl '' 

îm^ étant aussi une valeur moyenne de /. On peut rendre ce 
coefficient économique aussi voisin de l'unité que l'on veut, 
et par conséquent la machine parfaite au point de vue théo- 
rique. Il suffit pour cela que l'intensité / soit très-petite, ce 
qui a lieu quand la machine marche très- vite; mais alors la 
quantité de travail produite dans l'unité de temps est très- 
petite, ce qui rend Tavanlage illusoire. 
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294. Pour réaliser une machine inverse avec deux conduc- 
teurs C ei C fermés, et séparés Tun de l*aulrc, il suffit d'une 
pile H interposée dans le conducteur C; le mouvement pério- 
dique des conducteurs» mouvement produit par des forces 
extérieures, donne naissance à un courant marchant dans le 
conducteur C, alternativeniient dans un sens et dans Tautre. 
En effet, d*après la première des équations ( 34), on a approxi- 
mativement 

,_ /. rfW 

Quand Tappareil va de la position où le potentiel est maximum 
à celle où il est minimum, l'ayant une valeur positive, le cou- 
rant induit marche dans le sens qui a été choisi pour évaluer W; 
mais quand l'appareil va de la position du minimum à celle 
du maximum, le courant /' change de signe et marche en sens 
contraire. De cette manière, et par le jeu naturel de la ma- 
chine, le travail des forces électrodynamiques ii' dW est tou- 
jours négatif. Dans chacune des phases du mouvement, la 
machine reçoit un travail extérieur qui est transformé en cha- 
leur ou en lumière. 

295. On obtient aussi une machine motrice en faisant réagir 
sur un courant produit par une pile un aimant naturel ou un 
électro-aimant. Nous avons vu ( n" 270) que le travail des forces 
électrodynamiques qui s'exercent entre un courant fermé / et 
un aimant a pour expression idW, W étant un certain poten- 
tiel qui dépend de la position relative du courant et de l'ai- 
mant. Le mouvement étant périodique, le potentiel passe par 
un minimum Wi et un maximum W,. Afin d'avoir toujours un 
travail positif, on changera alternativement le sens ducourant. 

La machine inverse n'exige pas de pile; le mouvement re- 
latif de l'aimant et du conducteur fait naître dans celui-ci un 
courant induit, qui change de sens alternativement, deflia' 
nière à ce que le travail des forces électrodynamiques /^^ 
soit toujours négatif. 
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